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Notacion y definiciones

» Sea R C R, denotaremos por R>g = {r:r € Ryr > 0}.
» Sea R C R, denotaremos por Ryg={r:r € Ryr > 0}.

= p denotara ntimeros primos. Se entenderd entonces que la notacion

> 11T

p<z p p<w
como sumas y productos sobre ntimeros primos.
= P denotara al conjunto de los nlimeros primos.

» Decimos que f es del orden de g, denotado por f = O(g), si existe una constante
C > 0 y un numero real xy tal que

|f(z)] < Clg(x)] paratodo x> xg

» Denotamos por f < g para decir que f = O(g).

= Decimos que f es proporcional a g, denotado por f < g, si
f<g v g<f

= Decimos que fes asintoticamente equivalente a g, denotado por f ~ g, si:

limmzl

20 g(x)

= Denotaremos para a € R

(0) et tamhen (@) o

= Dada una serie de potencias
(o)
f(2) :Z anz"
n=0

denotaremos por [z"|f(z) = a,el coeficiente de 2.

= Decimos que f es multiplicativa si f(nm) = f(n)f(m) para toda (n,m) = 1.



NOTACION Y DEFINICIONES

La funcién Phi de Euler se define como:

p(n) =4#{m:1<m<n, (m,n)=1)}

La funcién divisor se define como:

or(n) = de

d|n

La funcién de von Mangoldt se define como:

logp sin =p* para alguna k
A(n) =
0 en otro caso

s La funcion de Mobius se define como:

(—=1)* sin=pps---pp para alguna k
p(n) =
0 en otro caso

Se define a la sucesion de Fibonacci por Fp =0, F1 =1y F,.9 = F,,.1 + F,, para
toda n > 2.



Introduccion

La matematica suele esconder sus misterios mas profundos en las operaciones mas
elementales. La suma, el concepto aritmético mas primitivo, da origen a una de las areas
maés ricas y complejas de la teoria de ntumeros: la teoria aditiva. El problema central de
esta disciplina puede formularse con asombrosa simplicidad: dado un subconjunto de los
nameros enteros A (como pueden ser los nimeros primos, los cuadrados perfectos o las
potencias k-ésimas), ;Es posible expresar un entero arbitrario n como la suma
de elementos de A? Y, de ser asi, ;De cuantas formas distintas puede lograrse?

Historicamente, el estudio de este tipo de cuestiones comenzé con una naturaleza
fuertemente intuitiva. Las investigaciones clasicas se centraban en garantizar la mera
existencia de soluciones para estas ecuaciones aditivas, motivando el trabajo en problemas
fundamentales que han guiado el desarrollo del area durante siglos, tales como el estudio
de las particiones de un entero, el problema de Waring para potencias o la conjetura de
Goldbach. Sin embargo, conforme la teoria fue madurando, la pregunta sobre la existencia
de soluciones fue complementada por la necesidad de una comprension mas exacta. El
objetivo analitico pas6 a ser entonces la determinacion del comportamiento asintético de
la cantidad de representaciones a medida que n crece hacia el infinito, y ya no solo la
existencia de estas representaciones.

Este salto hacia la precision asintotica exige abandonar los métodos estrictamente
algebraicos o de conteo elemental. Intentar contar soluciones de manera combinatoria
directa se vuelve rapidamente una tarea inmanejable debido al crecimiento exponencial
de las formas de representar un numero. Es precisamente en este punto donde la teoria
aditiva revela una de sus caracteristicas mas elegantes: la profunda interconexién entre la
naturaleza discreta de la aritmética y las herramientas continuas del analisis matemaético.
Al codificar de los conjuntos de enteros en series de potencias, productos infinitos o sumas
exponenciales, las preguntas sobre la suma de ntimeros naturales se traducen en problemas
sobre el comportamiento de funciones en el plano complejo o el estudio de integrales
oscilatorias.

El presente trabajo tiene como proposito explorar esta transicion metodologica y con-
ceptual. A lo largo del texto, se examinara como el desafio de estimar con precision el
nimero de representaciones forz6 la creacion de una maquinaria analitica cada vez mas
sofisticada. Este recorrido trazara el camino desde los cimientos de la combinatoria formal
y algebraica, hasta llegar a la invencion y consolidaciéon de herramientas geométricas y
trigonométricas finas mediante el Método del Circulo.

En el primer capitulo de este trabajo se establecen los fundamentos formales de
la teoria aditiva de ntimeros, aborddndola desde el estudio de las soluciones enteras de
ecuaciones aditivas sobre subconjuntos infinitos de los enteros positivos, denotados como
A C Z*. El desarrollo comienza introduciendo las nociones de representaciones y parti-
ciones de un entero n en k partes. La diferencia crucial entre ambos conceptos radica en el
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orden de los sumandos: mientras que las representaciones se consideran distintas median-
te permutaciones, las particiones se tratan como multiconjuntos donde las permutaciones
son consideradas iguales. Para estudiar estas definiciones, nos centramos en su estudio
mediante el uso de funciones generadoras:

= Representaciones: Su analisis resulta manejable gracias a las propiedades del pro-
ducto de Cauchy. Se demuestra que la funciéon generadora para el niimero de repre-
sentaciones se puede expresar de forma cerrada como Ry, 4(2) = f%(z), donde f4(2)
es la funcion de representacion del conjunto A, lo que permite obtener identidades
y relaciones de recurrencia lineales de manera natural.

= Particiones: Al ignorar el orden de los sumandos, la potencia algebraica de las
series geométricas se pierde, obligando a emplear funciones generadoras dobles y
productos infinitos. Aunque no es factible hallar formulas cerradas elementales en el
caso general, se deducen expresiones para particiones en 2 y 3 partes, y se construyen
relaciones de recurrencia complejas haciendo uso de una generalizacion de la funcién
divisor, o4(n), aplicable a conjuntos multiplicativamente cerrados.

Para ilustrar el contraste entre la teoria general y las identidades clésicas, la secciéon final
del capitulo se enfoca en el caso particular A = Z™. Se obtienen las formulas exactas para
las representaciones de los enteros, como r(n) = 2", En el estudio de las particiones, se
revisan los resultados analiticos formulados por Euler, incluyendo la descripcion algebraica
mediante productos infinitos y el teorema del nimero pentagonal, del cual se extraen
recurrencias explicitas.

El capitulo concluye exponiendo una limitacion intrinseca de este método: tratar a
las funciones generadoras tinicamente como series formales encapsula la informacion arit-
mética, pero no ofrece las herramientas necesarias para determinar el comportamiento
asintotico del nimero de representaciones o particiones. Esta barrera historica es la que
justifica la transicion hacia el Método del Circulo, trabajado por Hardy y Ramanujan,
donde estas series se re interpretan como funciones de variable compleja.

El segundo capitulo esta dedicado al desarrollo historico y formal del Método del
Circulo, la herramienta analitica central de este trabajo. Se expone coémo este método
evolucion6 desde un enfoque fundamentado en el anéalisis complejo hasta convertirse en
una técnica puramente aritmeética y geométrica basada en sumas trigonométricas.

El capitulo se estructura en tres grandes etapas, reflejando como fue madurando el
Método del Circulo historicamente:

= La introduccién de Hardy y Ramanujan: En esta seccion, discutimos como,
ante la insuficiencia de los métodos puramente algebraicos, la colaboraciéon entre
G. H. Hardy y S. Ramanujan llevo a reinterpretar la funcién generadora de las
particiones, P(z), como una funcioén analitica en el disco unitario. Apoyados en los
calculos empiricos de P. A. MacMahon, desarrollaron una estrategia basada en la
formula integral de Cauchy y en la "diseccion de Farey" de la frontera del disco para
aislar las singularidades de mayor peso (las raices de la unidad con denominador
pequenio). Esto les permitié formular una célebre aproximacion asintotica para p(n),
la cual posteriormente fue refinada por H. Rademacher, quien utilizo6 circulos de Ford
para transformar dicha aproximaciéon en una serie convergente al valor exacto.

= Los trabajos de Hardy y Littlewood: A continuacion, se detalla como J. E.
Littlewood y Hardy abstrajeron esta idea para abordar el Problema de Waring. En
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esta etapa, el método deja de aplicarse a productos infinitos (como en las particio-
nes) y pasa a centrarse en las funciones generadoras de representaciones Ry 4(%).
Se formaliza aqui la particion del dominio de integraciéon en Arcos Mayores —
vecindades alrededor de racionales con denominador pequeno donde ocurre interfe-
rencia constructiva— y Arcos Menores —donde las sumas exponenciales presen-
tan grandes cancelaciones—. Esto permitié establecer asintéticas para la cantidad
de representaciones de un entero como suma de potencias k-ésimas, brindando esti-
maciones precisas para la funcion G(k).

= La simplificacién de Vinogradov: Finalmente, se analiza la profunda modifica-
cion introducida por I. M. Vinogradov, quien observé las complicaciones técnicas
de lidiar con series infinitas y limites cerca del borde del disco unitario. Vinogradov
propuso truncar la funcién de representaciéon, transformando el problema analitico
en el estudio de sumas exponenciales finitas Fia(o,z) = Y 4 ., €(@a) evaluadas
mediante integrales reales en el intervalo [0, 1].

El trabajo concluye consolidando esta vision moderna, demostrando que la eficacia del
método del circulo radica en la dicotomia entre arcos mayores y menores, la cual depende
intimamente de la distribucién aritmética del conjunto A en clases de residuos modulo q.

10



Capitulo 1

Teoria aditiva de nimeros

1.1. Nociones generales

Comencemos con las definiciones basicas de suma aditiva de conjuntos.

Definicion 1.1.1

Consideremos A, B C Z, definimos el conjunto suma A + B como
A+B:={a+b:ac A bec B}
similarmente, definimos el conjunto suma iterada kA para k € Z™ como

kA::{a1+a/2+...+ak:a17 a2’..., akeA}

Observacion. Para evitar confusiones, utilizaremos un punto - para denotar el producto
natural k- A := {ka : a € A}.

Algunas preguntas naturales que surgen de dichas definiciones, y que son las que se
trabajan en esta area de estudio, son las siguientes:

1. Dado un conjunto C' C Z, ;Existen conjuntos A, B C Z tales que C' = A+ B?

2. Dados conjuntos A, B C Z, ;Podemos dar una descripcion exacta del conjunto
A+ B?

3. Dados A, B C Z, podemos determinar cuando es que A+ B = Z7 O en su defecto
(Existira algin ng € Z tal que A+ B = Z>p,”?

4. Dado n € A+ B. ;Cuantas distintas representaciones tiene n como suma de ele-
mentos de A y B? ;Son infinitas o finitas? ;Como crecen respecto al valor de n?

Todas preguntas totalmente naturales de cuestionarse, por ejemplo, consideremos A = 2-7Z
y B =4-7, entonces

A+B=2-Z+4-Z={a+b:a€2-Z,bed -2} ={2x+4y:x,y € Z}

podemos observar que A + B # Z ya que cada elemento del conjunto suma es par, asi
que 1 ¢ A+ B, mas aun, dado la infinitud de los ntimeros impares tampoco existira un
no € Z tal que A+ B = Z>,,. Por otro lado, n € A+ B si, y solo si, n = 2z + 4y

11
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tiene solucion, siendo una ecuacion diofantina sabemos que tendré solucion si, y solo si,
(2,4) | n, es decir solo si n es un numero par y, en tal caso, las soluciones serdn y € Z y
x = n/2 — 2y por lo que todo entero par se puede escribir de esa forma. Estas preguntas
se hacen mas interesantes cuando consideramos conjuntos mas elaborados o la suma de
varios conjuntos.

La teoria aditiva se divide en el estudio de subconjuntos finitos y dar estimaciones para
el tamano de la suma aditiva de estos o, por otro extremo, el estudio de subconjuntos
infinitos de los enteros positivos y estudiar bajo que condiciones la suma aditiva de estos
forman a todo Z* o a todos a partir de un punto. En este trabajo nos concentraremos
unicamente en este segundo caso, aun mas, nos centraremos unicamente en el caso en
que los subconjuntos elegidos son todos el mismo. Los ejemplos clésicos de esto seria
considerar A = {k*:k € Z"}, B = P de donde, por ejemplo, el teorema de los tres
cuadrados de Legendre nos dice que

BA=A+A+A={n:n#48b+7), a,b € Zso}

es decir, todo numero que no sea de la forma 4%(8b + 7) es suma de tres cuadrados, y
donde la conjetura fuerte de Goldbach (de la que retomaremos en capitulos posteriores)
afirma que

2P=P+P=2-Z>

en otras palabras, todo numero par mayor o igual a 4 es suma de dos primos.

Esta manera en que veremos a la teoria aditiva se puede interpretar como la bisqueda
de soluciones de ecuaciones en los enteros, pues el teorema de los tres cuadrado de Legendre
es equivalente a preguntarse: ;Para cuales n € Z1 existe solucion para la ecuacion z? +
r3 + 23 = n? Es por ello que daremos la siguiente re interpretacion a la teorfa aditiva
de ntimeros como el estudio de soluciones enteras de ecuaciones. Para simplificar todo a
partir de este momento consideraremos A C Z™ infinito y no vacio.

Definicién 1.1.2

Sean n, k € Z*. Llamaremos ecuaciéon aditiva en A a una ecuaciéon de la forma:
1 +Zot+ -+ xp=n

donde z; € A.

Particularmente (como es natural), nos interesaremos en saber cuando es que estas
ecuaciones aditivas tienen solucion, cuantas soluciones tienen para cada n € Z* fijo, y
cuantas tiene con ciertas restricciones. Para ello haremos uso de la siguiente notacion.

Definicién 1.1.3

Sea n,k € Z". Una representacion de n en k partes de A es una k—eada
(21,29, ..., ;) € A* tal que es solucion de la ecuacion aditiva z; + a9+ -+ 1z = n.
A la cantidad total de representaciones de n en k partes de A la denotaremos por

rea(n) == |{(z1, 22, ., Tk) tT1 + T2+ -+ xp =n, x; € A}

\.

Ejemplo. (1,1, 3,5) es una representacion de 10 en 4 partes de impares pues 1+1+3+5 =
10.
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Observacion. Podemos notar que el numero de representaciones es sensible a las permu-
taciones de las soluciones, pues en el ejemplo anterior (1,1,3,5) # (5,3,1,1). Sin embargo
esto podria considerarse “repetitivo” pues en la practica considerar que 1+1+3+5 = 10
es algo diferente a 5+ 3+ 141 = 10 no parece algo muy logico de hacer, pues unicamente
permutamos los sumandos por lo que deberiamos considerarla como la misma. Hacer esto
es lo que llamaremos una “Particion”.

Definicién 1.1.4

Sea n,k € Z'. Una particion de n en k partes de A es un multiconjunto
[x1, X9, ..., k] con z; € A tal que es solucion de la ecuacion aditiva x1+mxo+- - -+xp =
n. A la cantidad total de particiones de n en k partes de A la denotaremos por

pr,a(n) = |{[z1, T2, ..., k]t 1 + 22+ - + 3, =1, 73 € A}

La ventaja de usar multiconjuntos es que estos son iguales bajo permutaciones de los
elementos. Regresando al ejemplo anterior tendremos que [1,1,3,5] = [5,3,1,1] son la
misma particion de 10 en impares.

Ejemplo. [1,1,2,3,3] es una particion de 10 en 5 partes de Z™.

Observacion. Algo claro es que dada una ecuacion aditiva x; + x9 + -+ + £ = n con
n,k € Zt y x; € A C Z" necesariamente se tendra que entonces 1< x; < n pues en caso
contrario el lado izquierdo seria mayor a n, esto también me dice que 1 4(n) = pr.a(n) =0
si k> n.

Dadas estas observaciones podemos decidir dos cosas, la primera es que tomaremos la
convencion:

[ Para k =0, r9,.4(0) = po.a(0) = 1 y para k > 1, definimos 74, 4(0) = px 4(0) =0 ]

Pues la tnica representaciéon o particiéon del cero como suma de cero enteros positivos
es la vacia, y para k& > 1 no hay forma de sumar enteros positivos que den cero, lo
cual nos sera de utilidad al estudiar funciones generadoras y lo segundo es que hay un
numero finito de valores de k tales que 7 _4(n) > 0 para una n fija, entonces tiene sentido
preguntarnos por el numero total de representaciones u particiones de un entero n, a las
cuales denotaremos por 74(n) y pa(n), es decir para n > 1,

n

ra(n) :Z ria(n) y  pa(n) ZZ Pr,a(n)

k=1

y en el caso extremo

74(0) = pa(0) =1

En la mayor parte de este documento consideraremos k,n > 1 pero cuando estudiemos
funciones generadoras en la Seccién 1.2 y 1.3 sera importante recordar estas definiciones.
Con todo esto definido, podemos dar resultados elementales respecto al numero de repre-
sentaciones y particiones sobre un subconjunto A de los enteros positivos. Dado que cada
1< x; < m, tendremos las estimaciones directas (pero muy ineficaces)

nk

rr.a(n) < n* y Pra(n) < o

13
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la primera se da, pues para cada x; hay a lo mas n posibles elecciones y esto para
cada una de las k£ variables, y la segunda se da pues en cada eleccion de los x; estamos
contando también las permutaciones de estas soluciones las cuales son k!. Pero como se
menciono, esta cota superior es muy grande, podemos notarlo considerando A = 2 - Z*,
de donde 73 4(10) =6 y p3 4(10) = 2 pues

(24246
24+6+2
6+2+2
24+4+4
442+4
[ 4+4+2

10 =

y nuestra cota superior nos da r3 4(10) < 10* = 1000 y p3 4(10) < 10°/31 = 166.6 las cuales
son muy grandes a comparacion del valor real, por lo que necesitaremos refinar mas esta
cota superior. La “ventaja” de esta cota es que no depende del conjunto A que escojamos,
pero como vemos esto no nos es de mucha ayuda. Para estimar o dar una cota superior
mas refinada necesitaremos saber las propiedades aritméticas del conjunto A, sin embargo
en el caso general esto no es posible. Pero lo que si podemos hacer es dar una estimacion
considerando el valor general de los posibles valores que pueden tomar las variables x;.

Definicién 1.1.5

Definimos a la funcién contadora de A como

ma(z) =|{n<zxz:ne A} = Zl = 25,4(71)

n<lz n<lz
neA
donde
1 sin€e A
oa(n) =
aln) {O sin¢ A

Con esto podemos dar una mejor cota superior para el numero de representaciones y
particiones ya que dada una representacion (xy,...,xx) de n de elementos de A, tenemos
que cada x; tiene m4(n) posibles valores a escoger, y como esto es para cada una de las
variables, tendremos que

WA(n)k
k!

Tr,a(n) < man)* y Pr,a(n) <

en el caso en que A = 2 - Z" podemos dar una formula exacta para wa(n), pues la
cantidad de niimeros pares menores que un entero positivo n no es mas que L% , es decir,
ma(n) = L%J por lo que nuestra nueva estimacion nos queda

10 | |27 _
mﬂum<{§¢ =125y paa(10) < =2 = 20.83

para la cual es de discusion afirmar si es mejor o no, pero si obtenemos valores mas
“cercanos” al valor real. Este alejamiento de nuestra cota superior al valor real nos refleja
algo que no hemos considerado, es el hecho de la delicadeza que tiene el numero de

14
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representaciones o particiones a la cantidad de partes, por ejemplo, es bien conocido el
teorema de los tres cuadrados de Legendre y el de los cuatro cuadrados de Legendre los
cuales establecen que dado n € Z™:

n=ax%4+y?+ 22 siy solo sin # 4%(8b+7), a,b € Zg
n=xz?+y?+ 2% + w? valido para toda n

por lo que en ese sentido si consideramos B = {n? : n € Z>¢} entonces afirman que

r3.p(n) > 0siy solo sin # 4%(8b+7), a,b € Z*
r4.5(n) > 0 para toda n

siendo evidente el cambio drastico de considerar 3 partes a 4 partes. También el numero
de partes nos da informacion sobre la cantidad de valores posibles para las variables z;,
pues dada una representacion u particién en 2 partes, el valor de 1 me determinara de
manera completa el valor de xs, pues 1 + o =n = x5 = n — x1, por lo que concluimos
que

ro,4(n) <ma(n) y paa(n) <

y con el mismo argumento dada una representacion u particion en 3 partes, una vez elegido
el valor de z; tendremos que xs + 3 =n — 27 y como x; es al menos 1, entonces escoger
un valor para x, entre los primeros n — 1 nimeros me determinara el valor de x3,de donde

wa(n)ma(n — 1)
3!

rza(n) <ma(n)ra(n —1) y psza(n) <

comparando nuevamente con nuestro caso A = 2 - Z* obtenemos

r3.4(10) < {%J EJ =20 y p3a(10) < % =33

siendo una clara mejoria a los dos anteriores.
Si bien podemos hacer calculos mas detallados para obtener cotas superiores mas
exactas, esto no es en lo que nos enfocaremos en este documento.

1.2. Representaciones

Otra forma muy usual en combinatoria de trabajar con sucesiones de ntimeros enteros
(pues el numero de representaciones u particiones lo son), son las funciones genera-
doras. En las dos proximas secciones, trataremos las funciones generadoras como series
formales de potencias. Esto significa que los resultados obtenidos seran una identidad sobre
los coeficientes, la cual se justifica por la definicion del producto de series, sin necesidad de
analizar su convergencia. Fn el capitulo siguiente, al trabajar con el Método del Circulo,
sera necesario re interpretar estas series como funciones analiticas, cuya convergencia sera
analizada formalmente.

., Como las funciones generadores nos ayudaran? Esto es, sencillamente, porque hay una

oo

forma de extraer los coeficientes de una funcion generadora. Si f(z) =) a,z" entonces
n=0
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de esta manera, poder encontrar una expresion cerrada para la funciéon generadora nos
dard una forma de obtener nuestra sucesion buscada.

La funcion generadora para el numero de representaciones lo podremos obtener de
forma sencilla usando un resultado clasico en series, el llamado producto de Cauchy.

de donde es facil generalizar, obteniendo

(i a,&”) (i a53>> <§: afﬁ) :i S a®a®
n=0 n=0 n=0

n=0 r1tx2+-Frp=n
x; >0

Esto es suficiente para poder encontrar las funcion generadora de r; 4(n) y ra(n).

Teorema 1.2.1

Para el numero de representaciones en k partes y totales de A, sus funciones gene-
radoras vienen dadas por

n=0 acA
e’} Z 2%
A
Ra(z) =20 ra(n)2" = 1=5-—
n=0 acA

o

Demostracion. Considerando la suma ) 2% =) d4(n)z", tendremos por el producto de
acA n=0

Cauchy

(Zf) :(Z (5A(n)z"> => > Salan)ba(wa) - dalay) | 2"

a€A n=0 r14+x2+-+rTr=n
x; >0

y notando que el sumando interior no es cero unicamente si tenemos una soluciéon de la
ecuacion 1+ xo+- -+, = n donde x; > 0y x; € A, tenemos pues que nos da el numero
de representaciones de n en k partes de A, por lo que

(Z 5A(n)z"> :Z rea(n)z"

por lo tanto

Ry a(2) :Z rEa(n)z" = (Zz“)

acA

16



TEORIA ADITIVA DE NUMEROS REPRESENTACIONES

Por otro lado, dado que

Ra(z) ::Z ra(n)z" :Z ( rk,A(n)> Z" :Z (Z rkvA(n)) z"

n=0 n=0 = n=0 k=1
0o 0o 00 k Zza
:ZZ rE,a(n)z :Z (ZZCL> = acd
k=1n=0 k=1 a€A 1— (:z:zﬁ)
acA

]

Observacion. Unos valores especiales a tener en cuenta en las cuentas son: Ry 4(0) =1y
para k > 1, Ry 4(0) = 0. Igualmente R4(0) = 1.

Como vemos, para el caso del numero de representaciones todo se basara en poder

encontrar una expresion cerrada para la suma » | 2% la cual (nuevamente) dependeréa de
acA
las propiedades aritméticas del conjunto A. Esta funcion sera usada multiples veces en los

proximos capitulos, es por ello que la definiremos formalmente.

Definicion 1.2.1

Sea A C Z™ infinito, definimos la funcién de representacion de A como

fa(z) := Zza

acA

Donde el resultado anterior lo podremos reescribir como

Rya(2) = fi(2) (1.2.1)
Ra(z) = % (1.2.2)

Observacion. Dependiendo del conjunto podemos obtener su funcién de representacion en
forma cerrada o no, por ejemplo, si A = Z*y B = P entonces facilmente,

fa(z) = Zzn: 1iz

nezZt

pero de manera contraria fz(2) no tiene una formula cerrada elementall]

Ejemplo. Un ejemplo interesante es el caso en que &7 = 2-Zso+{1}, es decir, el conjunto
de impares. ;Cual es el numero de representaciones de un n € Z"™ como suma de impares?
La funcion de representacion de los impares sera

o0

fM(Z) :Z 22n+1 — 5 Z (ZZ)n _ 1_ZZ2
n=0

n=0

1Con métodos mas avanzados, como la férmula de suma de Abel, es posible expresar fp(z) mediante
una integral de Riemann-Stieltjes respecto a la funcién contadora de primos 7(x). Sin embargo, dicha
representacion no resulta practica en este contexto. Para una discusion sobre la formula de sumacion y
funciones aritméticas, véase el capitulo 4 de [20].

17
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ast, por [[.2.0]y [[.2.2]

Riur(2) = f(z >=(ﬁ)k=ﬁ

2 z

Roy(2) = 2=

= 1—-2z-22

de donde, para el numero de representaciones obtenemos la bien conocida funcién gene-
radora de los niimeros de Fibonacci

- z

E F,2" =
)

— 1—2—2

entonces,
n n < n S m
ra(n) = "R (2) = ("5 ———— = ["] Y Fw" = Fh
m=0

es decir, el numero de representaciones de n como suma de impares es F),. Por ejemplo
para n = 6 tenemos que 7, (6) = Fz = 8 y efectivamente

6=1+1+1+1+1+1
=3+1+1+1
=1+3+1+1
=14+1+3+1
=14+1+1+3
=3+3
=5+1
=1+5

Para el numero de representaciones en k partes, se necesita un analisis mas especifico,
tenemos por el teorema del binomio generalizado

Ry w(2) = ﬁ =P -2k =2t 3 (_k> (—1)mz2m

m=0 m
— kK i (_1)m<m+ k— 1) (_1)mz2m — Sk i (m+k - 1)Z2m
B m B m
m=0 m=0
entonces,
T (n) = [2"] Ry (2) = [2"] (Zk > ( m >Z2 )
m=0
i (m +k— 1) am (mf(?ﬁ;’;_l) sin — k = 2m para algunam € Z
— o en otro caso

{(mlﬁfl) sin — k = 2m para algunam € Z

en otro caso

18



TEORIA ADITIVA DE NUMEROS REPRESENTACIONES

por ejemplo, sin = 6 y k = 2, entonces n — k = 4, por lo que 5 4(6) = (2’53;1) =3y
efectivamente

6=3+3=1+5=5+1

Para valores particulares obtenemos relaciones interesantes, por ejemplo, para k = 2
las representaciones seran no cero sobre los pares,

)= 2 (2

Para k = 3 obtenemos que la suma sera no cero siempre que n sea impar, y la formula
nos da que

(n=3)/2 + 2 n—1 (n=1)/o n—1 n—1
(2 () () o )

siendo T}, = (”21) los llamados nimeros triangulares para n impar. Pero con la

formula obtenida podemos entender quien es en general r (n). Para n =k (mod 2),
k.o (1) son los niimeros poliédrico definidos mediante P,(m) = (m;rq), de forma mas
exacta obtenemos que si n = k (mod 2) entonces

mﬂ@o:f%J(”gk>

Més atn, este ultimo resultado también nos da una equivalencia interesante, entre los
nimeros de Fibonacci y los niimeros poliédricos

Fy=r(n) —;w(m— > (") T A

1<k<n 1<k<n
n—k=2m n—k=2m

Las funciones generadoras también nos ayudan a encontrar relaciones de recurrencia
entre sus coeficientes, en nuestro caso podemos obtener algunas muy generales.

Proposicién 1.2.1

El numero de representaciones cumple las siguientes relaciones de recurrencia

ree1a(n) = Y mraln —a) (1.2.3)

a€A,a<ln

ra(n) =6a(n)+ > ra(n—a) (1.2.4)

a€A,a<ln

Demostracion. Por tenemos

Ris1,4(2) = fi7(2) = fa(2) fA(2) = fa(2)Rya(2)

2En la literatura tienen distintos nombres, entre ellos; Niimeros Simples, Niumeros Figurativos, N1-
meros Politépicos. Pero es mas usual encontrarlos como Figurate Numbers.
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entonces por el producto de Cauchy

Phe1,a(n) = (2" Rira(2) = 2" fa(2)Reoa(z) = > a(i)rea(i) = Y realn—a)

i+j=n a€A,a<n

De forma similar por [1.2.2]

A0 1) = (1= FaE)RAE) = Rale) = fale) + Fal2) Ral2)

Ra(z) = 1 — fa(2)

por lo cual

ra(n) = [2"]Ra(2) = ["] [fa(2) + fa(2)Ra(2)]) = 6a(n) + D 6a(i)rals)

Regresando a nuestro eJemplo de los impares. De la relacion obtenemos
F,=ryn)=04(n Z ry(n—a)=0dy(n)+ Z E,_,

a€d ,a<ln acd ,a<n
. F1+F3+"'+Fn,3+Fn,1 sinpar
1+ E+F+--+F,3+F,, sinimpar

Escribir la relacion para el numero de representaciones en k partes se vuelve mas
complicado.

A partir de los resultados anteriores podria parecer que, al tomar como ejemplo el
conjunto de los enteros impares, deberiamos obtener de forma inmediata la conocida
relacion de recurrencia que satisface la sucesion de Fibonacci (F,,o0 = F,p1 + F,,). Sin
embargo, esto no ocurre. La razon es que la formula general que obtuvimos expresa 74(n)
como una suma que depende de toda la estructura del conjunto A. Por lo tanto, la
posibilidad de simplificarla y obtener una recurrencia explicita depende de propiedades
aritméticas particulares del conjunto que estemos considerando. Esto se hace evidente
cuando retomamos el caso concreto de los impares. Utilizando que R (2) = == de
donde

Ry(2)(1—2—2*)=2 = Ry(2) — 2Ry (2) — 2°Ry(2) = 2

y entonces para n < 2,
[2"] [R(;;{(Z) — 2R(2) — 2*Ry(2) = } [z
= ryn)—ryn—1)—rym—-2)=0

"z

obteniendo la formula de recurrencia usual.

En conclusion, hemos visto como el estudiar las series formales del ntimero de represen-
taciones nos permite dar relaciones directas como Ry 4(2) = f%(z) y recurrencias lineales
manejables. Esta “simplicidad” algebraica surge precisamente de distinguir el orden de los
sumandos, lo que alinea perfectamente la combinatoria con el producto de Cauchy. Sin
embargo, veremos que al considerar el orden de los sumandos importante (particiones)
perderemos esta potencia algebraica que nos daban las series geométricas y la funcion de
representacion de A, y nos orillara a hacer uso de productos infinitos, aumentando consi-
derablemente la complejidad del analisis y requiriendo nuevas herramientas para extraer
informacion sobre sus coeficientes.
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1.3. Particiones

Para el caso de particiones la situaciéon cambia bastante al querer obtener “formulas
cerradas” para sus funciones generadoras, pues sera necesario hacer uso del conteo y de
una funcion generadora doble en el caso de las particiones en k partes. .

Teorema 1.3.1

Las funciones generadora del numero de particiones en k partes de A, vienen dadas

o Pya(z Z pra(m)2" =[] | <1 jtz&)

2cA
Py(2) :=n§;0 pa(n)z" = g <1 _12)

Demostracion. Procediendo de forma general para p4(n). Consideramos cuantas veces
usamos cada elemento del conjunto A en nuestra particion, dado que cada termino z% nos
dard un sumando de nuestra particion para cada producto que hagamos tendremos que,
si el elemento a aparece cero veces contribuird con un factor de 1 ( 0-a) si aparece una
vez con un factor de 22, si aparece dos veces con un factor de 22* y asi sucesivamente,
entonces la serie que me representa todas las posibles opciones para un tinico elemento
a € A es:

1+Za+22a . _Z na __
1— 22

De esta manera, como nuestra particion estard formada por todos los posibles suman-
dos del conjunto A y una eleccién de un elemento es independiente de otro, tendremos
que la funcién generadora vendré dada por el producto de cada serie geométrica, siendo

pues N
ZHZ:O pa(n)z" = H (1 _12(1)

a€A

Para la funcién generadora del numero de particiones en k partes de A haremos uso
de un marcador, el cual nos contara la cantidad de partes utilizadas en cada particion.
Esto lo lograremos utilizando una doble funcién generadora, donde

:ZZPM( )2"t" = Py a(z) = [t*]Pa(t, 2)

k=0n=0

Aqui, el razonamiento es similar, notemos que si queremos contar a la vez la cantidad
de veces que aparece un sumando a en la particion y las veces que lo usamos vasta agregar
el factor de t correspondiente, siendo que si a aparece cero veces contribuird con un factor
de 1 (t°2%%), si aparece una vez con un factor de ¢z%, si aparece dos veces con un factor de
t22%¢ y asi sucesivamente, donde ¢ nos va marcando la cantidad de veces que fue usando el
elemento a. Entonces para cada elemento a la serie que me representa todas sus posibles
opciones y veces usadas es

1 ta t22a T Zer71(1_
+tz"+ 72 + Z 1—tza
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multiplicando todos estos factores para cada a € A, el exponente de z es la suma de las
partes, y el exponente de t es la suma de cuantas partes se usaron, por lo tanto

]

Observacion. Similarmente para el caso de representaciones, valores especiales a tener en
cuenta en las cuentas son: Py 4(0) = 1y para k > 1, P, 4(0) = 0. Igualmente P4(0) = 1.

Las particiones totales constituyen un problema extremadamente complejo: no con-
tamos con ningun caso verdaderamente sencillo del cual podamos extraer una formula
cerrada para la funcion generadora. Por ello (a diferencia de las representaciones), este
método algebraico basado en funciones generadoras, que en un principio parece promete-
dor, se vuelve rapidamente inutil para obtener estimaciones del niimero de particiones en
la mayoria de los casos. Fin esta misma linea, también resulta algo desalentador el hecho
de que, incluso cuando intentamos obtener una formula para el niimero de particiones en
k partes, esta termina dependiendo del coeficiente en la variable ¢ dentro de una funcion
generadora doble. Si bien es cierto que dicho coeficiente podria determinarse derivando
sucesivamente k veces y luego evaluando en ¢ = 0, esto conduciria a una expresion general
cuyo valor practico seria casi nulo o sumamente complicada.

No obstante, si es posible obtener formas explicitas de las funciones generadoras para
particiones en pequenas partes, especialmente en 2 y 3 partes, las cuales serdn de utili-
dad en secciones posteriores. Es por ello que haremos una breve revision de esos casos
especificos que nos interesan, junto con una mirada preliminar al caso general, notando
que los resultados obtenidos dependeran de nuestra funcion de representacion fa(z), lo
cual nos vuelve a decir que dicha funcién (de cierta manera) nos encapsula la informacion
aritmética del conjunto A.

Proposicion 1.3.1

El numero de particiones en 2 y 3 partes tienen como funciéon generadora
1
gA@:§Qﬂ@+h@m (1.3.1)
P. _ L 3 )+ 2fa(2 1.3.2
5.4(2) = ¢ (FA(2) +3fa(2)fa(=) + 2/a (%) (1.3.2)

Demostracion. Por el [leorema 1.3.1
1
42 42
Pya(z) = [P°]] ] (1 —tz“) = [t*] Pa(t, 2)

acA

Llamemos G(t, z) = log Pa(t, z), entonces

G(t,z) = —Zlog (1 —tz%)

acA
de donde derivando respecto a t
~a 22(1 Z?)a
G(tz) =) G'(tz) =) s, G"(,2)=2) ——0
Y _ a? ) _ a 27 ) _ a\?2
acA 1 tz acA <1 tz ) acA (1 tz )
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y evaluando en ¢ = 0 se obtiene

G'0,2) =) 2= fa(z), G"(0,2) =) 2" = fa()

acA a€EA

G"(0,2) =2) 2% =2fa(z%)

acA
Ahora, como Py(t, z) = exp (G(t, z)) tendremos

Py=Py &

Pi=Py ((G')+G")

PX/ — PA X ((G/)3 + BG/G// + G///)
de donde, para las particiones en dos partes

@ (0.
Py(2) = [t} Pa(t, 2) = Fal02) 2(? )

_ PA(0,2) ((G'(0,2))? + G"(0, 2))
2!

= 2 (FA2) + fa()

y para las particiones en tres partes

(3) 5

_ Pa(0,2) ((G'(0,2))° + 3G7(0,2)G"(0, 2) + G"(0, 2))
3!

(fa(2) +3fa(2) fa(2*) + 2fa(2%))

[ N

]

Este es un resultado sumamente interesante, para poder ver su eficacia regresemos a
nuestro ejemplo con los ntimeros impares donde obtendremos las formulas para particiones
en dos y tres partes.

Ejemplo. Para el caso de impares, retomando

fo(2) =

z
1 — 22

entonces por [1.3.1]
P (n) = "] Par (=) = [7] {— (72() + Mz?))]

= 2 (2175 + [ (2%)
=2 (ram) + 8 (3))
_ % (505 +6(5)2(3)
_ % (5 +6u(5)) 62(5)
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pero podemos notar que para n = 2k tendremos po . (2k) = %(k+ d.(k)) por lo que
unicamente le sumamos 0 o %dependiendo si k es impar o no, pero esto es justamente (%L
pero al ser n = 2k obtenemos

Prar(n) = | 7] 2(3)

Podemos ver algunos valores, para n = 4, 6, 8, sus particiones en dos partes de impares
seran:

4=1+3
6=1+5=3+3
8=1+7=3+5

y siendo que, efectivamente, [1] =1,[%] =2, [§] =2
Para las particiones en tres partes, por tendremos
prar(n) = 1P 2) = )3 (1202) + 30001 + 21
L) + 3 )+ 207 )

= < (rou ) + 3o (2) () + 26 (5))

en la parte central hacemos uso del producto de Cauchy,

p3.w(n) = é <r3 z(n)+3 (Z S (n k)> + 20.4( ))
= é e (Z 07 (k k)) + %d@f(g)

n—k
2

w3

simplificando la suma interna, considerando solo las m tales que =meZ"

1 n—1 1 1 n
pgﬂ(n) = = (n—l)/Q(SZ( 9 ) + 5 Z 5%(71 - 2m)(5d(m) + 55&{(—

6 3
0<m< 3

)

mas aun, notemos que la suma central es sobre los impares entre 0 y 3, pero la paridad
de n — 2m unicamente depende de n, por lo cual si n es par, n — 2m es par y cada

sumando sera 0, en cambio si n es impar, n — 2m es impar y entonces cada sumando sera

1 obteniendo entonces la cantidad de impares entre 0 y 4 lo cual es (nT_lL por lo tanto

1 n—1 1|n-—-1 n—1 1 n
D3 (n) = gT(nfl)/ﬁz(T) + 3 { 1 -‘ 6z( 5 )+ 55427(5)
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Podemos notar como esta ultima es, significativamente mas complicada que el caso de
representaciones en tres partes. Evaluando para n = 15, obtenemos

6 2

1 1 1 28 1
— Tt M) +-=Zg94 =7
67+2()+3 6 T°T3

que coincide con el conteo, pues

15=1+1+13
=14+3+11
=14+5+9
=14+7+7
=34+3+9
=345+7
=54+5+5

De forma general, podemos notar que se tienen las siguientes relaciones

Lema 1.3.1

Las particiones en dos y tres partes vienen dadas por
1 n
p2,4(n) = 5(r2.4(n) +04(5)) (1.3.3)
1 n
p3.a(n) = : r3a(n)+3 Z da(n —2m)da(m) | + 25A(§) (1.3.4)
0<m<2

. Que sentido tienen estas formulas? Dar una interpretacion combinatoria de estas
relaciones es sumamente alentador en nuestro camino al estudiar las funciones de repre-
sentacion, pues muchas veces dar formulas complicadas puede llegar a ser confuso y llegar
a parecer innecesario o carente de sentido combinatorio, pero en este caso veremos que no
sera asi. Para esto nos enfocaremos en el caso de particiones en tres partes. Primeramente
. Como podemos contar las representaciones en tres partes?

Podemos clasificar cualquier particion en uno de los siguientes conjuntos (los cuales
seran disjuntos) segin la forma en que estan creados

= A; : El conjunto de particiones donde los tres sumandos son distintos [a, b, ¢]

= A, : El conjunto de particiones donde exactamente solo dos sumandos son iguales
la,a,b]

» Aj: El conjunto de particiones donde los tres sumandos son iguales [a, a, a

Con ello tendremos que el numero de particiones en tres partes es

p3,.a(n) = [Ar] + [As] + |As]
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Por otro lado, el numero de representaciones 73 4(n) cuenta las permutaciones de estos
elementos, cada particion de A; tiene la forma [a, b, c] entonces la cantidad de permutacio-
nes de tres elementos donde consideramos los tres distintos es el coeficiente multinomial

. : ! .« ., . .
siendo (,3,) = —2— = 6, cada particion de A, tiene la forma [a, a, b] entonces la canti-
11,1 IS ’ &
dad de permutaciones tres elementos donde consideramos dos iguales y otro distintos es
| . . 4 !
(132) = % = 3 y para Assimilarmente, serdn (g) = % = 1.

Por lo tanto, tendremos que
r3,a(n) = 6[A1| + 3[Az] + [As]

Ahora, consideraremos otra forma de contar particiones, para ello definiremos conjun-
tos B, con condiciones menos restrictivas.

= By : El conjunto de todas las representaciones de n como suma de tres elementos
de A (es decir |B;| = r3.4(n))

= By : El conjunto de representaciones de n donde dos de los sumandos son iguales y
el otro puede ser cualquier otro (incluso repetir a los primeros)

= B3: El conjunto de representaciones donde los tres sumandos son iguales.

Con esto tendremos las siguientes relaciones: por su definicion, |By| = 6|A;| + 3 |As| +
2|As3|, cualquier representacion en Bs es del tipo Ay o del tipo Az, por lo que |By| =
|As| + | As| v directamente |Bs| = |As| por lo que tendemos el sistema lineal:

|B1| = 6]A1| + 3| As| + |As]
| Ba| = |Ag| + | As]
| Bs| = |As]

Resolviendo para los |A;| obtenemos

|As| = | B3|
= |Ag| = |Bs| — | Bs|

1
= Ay = 5(131\ — 3| Ba| +2|Bs|)
Sumando, obtenemos
1
p3.a(n) = [Ar] + [As] + |A3] = 6(\31’ + 3| Ba| +2|Bs|)

Mas aun, por sus propias definiciones |B;| = r3 4(n) y |Bs| = d4(%) de tal forma que,
no solo recuperamos la formula [1.3.4] sino que también demostramos que

[Bo| = ) Saln—2m)da(m) = [2"] fa(2) fa(=%)

0<m<3

Es decir, el coeficiente de la serie f4(2)fa(2?) me cuenta el numero de representaciones
de n como suma de tres elementos de A donde dos de ellos son iguales. Esto me da la

idea intuitiva del siguiente resultado, el cual se prueba de forma rapida con el producto
de Cauchy.
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Proposicién 1.3.2

El coeficiente [2"] de la funcién f%(2)fa(2™) es igual al numero de representaciones
de n como suma de k£ + m elementos del conjunto A, donde m de los sumandos son
iguales entre si.

Con el objetivo de generalizar, el método de despejar conjuntos A; se vuelve tedioso
para k grande. Sin embargo, la estructura que emerge para cada B; es clara, pues estas
estan indexadas por particiones de enteros positivos de k pues en el caso de k = 3 ob-
tenemos los coeficientes multinomiales (1,?,1)7 (1:?’2) y (g) donde los nimeros de abajo me
representan las particiones de £ = 3 como suma de enteros positivos. Esto nos da una
idea de la importancia que tendran las particiones de enteros pues dichas particiones me
determinan la cantidad de repeticiones de cada conjunto A; en el numero de particiones.
Con ello en mente, lo hecho con anterioridad puede ser generalizado para poder describir
a la funciéon generadora de las particiones en k partes, sin embargo se necesita hacer uso
de contar el numero de permutaciones en el grupo ciclico S que cumplen cierta restric-
cion, para ello se usa la formula del indice de ciclos del grupo, es por ello que no
profundizaremos en esta generalizacion, pues se sale de los parametros de este documento.

También es preciso aclarar que el procedimiento hecho en la [Proposicion 1.3.1] es
claramente generalizable, pues todo se baso en obtener formulas de las derivadas de la
funcion Pa(t, z) = exp (G(t, 2)) respecto a t, por lo que bastaria con encontrar una formula
para la derivada k-esima de dicha funcién en términos de GG. Dicha formula es obtenible,
pero hace uso de la formula de Fad di Bruno la cual generaliza la regla de la cadena
para derivadas de orden superior y (como es de esperar) es complicada, agregado a ello
su forma mas compacta esta escrita en términos de particiones de enteros como en el
caso del método Combinatori(ﬂ por todos estos motivos unicamente nos quedaremos con
las formulas obtenidas (y su interpretacion) de las particiones en dos y tres partes, y no
entraremos en detalle en la formula general.

A pesar de esto y por gusto del buen lector, dejaremos aqui descrita la formula de
la funcion generadora de particiones en cuatro partes, obtenida con el método general y
el como me representan los posibles casos de representaciones que hay, por ejemplo, el
termino f4(2%)% = fa(2?)fa(2?) me indica las representaciones en cuatro partes donde dos
sumandos son iguales y los otros dos también son iguales pero distintos a los primeros.

Pua(2) = 5 (FA(2) + 6/ (Ma() + 3La(2)? + 81a(2) fa(2) + 67 (1)

Al igual que en el caso de las representaciones, a partir de las funciones generado-
ras obtenidas en el [leorema 1.3.1] podemos derivar relaciones de recurrencia para las
particiones. Empezaremos con el caso de particiones en k partes.

3De hecho la formula de Faa di Bruno se puede probar usando la teoria de indices de ciclos, por lo
que usarla directamente seria lo mismo que usar a los ciclos.
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Teorema 1.3.2

El numero de particiones en k partes de A, cumple la siguiente relacion de recu-

rrencia
L&
Pra(n) = z Z Z Pk—m(n — ma) (1.3.5)

m=0 \a€A, as> i

Demostracion. Retomando la doble funcién generadora

2) :ii Pra(n)tez" :i Pea(@)t" =[] <1 —ltz“>

n=0k=0 k=0 acA

tomando logaritmo en ambos lados de la expresién y derivando respecto a t

ZG/
log Pa(t,2) = Z —log(1 —t2%) = 0,Pa(t,z) = Pa(t,2) - (Zl — tz“)
acA acA

pero podemos reescribir el sumando de la derecha como una serie geométrica de modo
que

OiPA(t, z) = Pa(t, z) - <_1ZZ (tz) )—thAtz (ZZtmm“>

acA m=1 acA m=1
=t Pa(t, 2) - (i <sz“> tm> =t 'Pa(t, 2) (Z fa(z )
m=1 \a€A

de tal forma que obtenemos la ecuacién

t-0,Pal(t, 2) = Palt, 2) (Z falz )

Con esto, sacamos el coeficiente de [t*] de ambos lados de la igualdad

Pa(t.2) (zfA )]

[t5][t - OePa(t, 2)] = [t"]

= [t Z] ) = (i Pj,A(z)t]) : (i fA(Zm)tm>]
k : 1 k
= ]{ZPk7A(Z> :Z fA(Zm)Pk—m,A(Z> = PkA E Z Pk mA( )

y para obtener pj 4(n) extraemos el coeficiente de [z"]en cada lado, donde

k k n
mzz ™) Pr—, A :%m22<2pkm 5A

PvIH

pkA

=)
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finalmente sumando sobre los a € A tales que a = =

]

Esta formula es una relacion entre particiones en k partes y particiones en menos partes
(k —m). Como en el caso de representaciones poder obtener formulas de recurrencia mas
sencillas dependera del conjunto A como veremos en la proxima seccion.

A partir de esta relaciéon de recurrencia podemos dar la relacion para el caso k = 3
(aunque no muy Ttil).

3
ps.a(n) = % Z Z P3—m(n — ma)

m=1 a€A,a< -

( pe(n —a)+ Z p1(n — 2a) + Z po(n — 3a)
a€A,a<ln

a€A, af% a€A, QS%

p3.a(n) = % Z pa(n —a) + Z (n —2a)da(n — 2a)

a€A,a<ln acA,a<ly

Obtener una relacién de recurrencia para las particiones en k partes sera totalmente
distinto a obtener una relaciéon de recurrencia para las particiones totales, para llegar a
este objetivo sera necesario definir una funcién auxiliar, la cual es una generalizacion a la
funcién divisor o(n) en los enteros.

Definiciéon 1.3.1

Sea A C ZTy n € Z*. Definimos a la funcién divisor de A como la funcién

> d

dln,dcA

Observacion. De la expresion

= dou(d) = (id * d4)(n)

d|n,

en la convolucion de Dirichlet, por tanto o4 sera multiplicativa si y solo si la funciéon 94
es multiplicativa. Recordemos que decir que 64 es multiplicativa significa

si (n,m) = 1entonces d4(n)da(m) = da(nm)

Pero para que esto siquiera tenga sentido necesitariamos que dados n,m € A se cumpla
que nm € A, sin embargo, esto no bastara para encapsular los productos en A, pues
ademas de ello necesitaremos que se cumpla el inverso
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Definicién 1.3.2

Llamamos por conjunto multiplicativamente cerrado, a un subconjunto A C
Z* el cual tiene la propiedad de que para cualesquiera (n,m) =1

neAymeA & nmeA

Con ello se tiene lo siguiente

Sea A CZ*t. Si A es multiplicativamente cerrado entonces, oa(n) es multiplicativa.

Demostracion. En efecto, dados (n,m) = 1 tendremos que d4(nm) = 1 siy solosinm € A
y esto es si y solo si n,m € A, por lo que da(nm) = da(n)da(m). De forma similar,
da(nm) = 0 siysolosinm¢ Ayestoessiysolosing Aom ¢ A (por ser mul-
tiplicativamente cerrado), por lo que d4(nm) = 0 = d4(n)da(m). De esta forma d4 es
multiplicativa y por tanto el producto de Dirichlet (id x d4)(n) = o4(n) lo es. O

Ejemplo. Algunos ejemplos de conjuntos multiplicativamente cerrados son los enteros
positivos, el conjunto de potencias de un numero fijo, el conjunto de nameros libres de
cuadrados. En particular nuestro ejemplo usual de los impares &/ es un conjunto multi-
plicativamente Cerradoﬁ por lo cual o,(n) es multiplicativa, de hecho es facil comprobar
que si 2" es la mayor potencia de 2 que divide a n, entonces 0/ (n) = o(3r) donde es la
funcion divisor usual en los enteros.

Con esta nocién podemos dar la relacion de recurrencia para las particiones totales.

Teorema 1.3.3

El numero de particiones totales en partes de A, cumple la siguiente relacion de
recurrencia
1 n
pa(n) =~ > oalk)pa(n — k)

k=1

Demostracion. Por el [l'eorema 1.3.1]tenemos

Paz) =11 <1_12a)

a€A

aplicando logaritmo y derivando respecto a z

Pi(=) = Pa(2) (Z = ) = 2Pi(z) = Pa(2) (Za1 _>

acA

escribiendo como serie geométrica el segundo sumando

pi = (S0 30 ) = e (3 T

a€eA k=1 k=1 a€A

4De hecho los impares no necesitan la hipétesis de producto de elementos coprimos ya que un producto
es impar si y solo si ambos son impares.
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Notemos que en el segundo sumando tendremos un z™siempre y cuando exista algin
k€ Z*y a € A tal que, m = ak. Ademas el termino z™se repetira tantas veces como
a € A haya tales que existe algiin k € Z™* tal que m = ak, es decir, para a que divide a
n y como cada termino esta multiplicado por el valor de a que divide a n tendremos que
el coeficiente que acompana a z™ sera la suma de cada a que divide a m con a € A, es

decir, o4(m), teniendo
2P} (2) = Pa(2) (Z UA(m)zm>

m=1
extrayendo los coeficientes

o0

[2"]2P4(z) = ["]Pa(2) ( OA(m)Zm)

m=1

= npa(n) =Y _ oa(k)pa(n — k)

]

Nuevamente esta formula de recurrencia es sobre las particiones en menos partes,
multiplicadas por una funcién que captura la estructura de los divisores de n en A. Una
cosa a notar de la formula obtenida, es que, el numero de particiones de n se puede
pensar como el promedio simple de las particiones en menos partes ponderadas con un
peso g 4(k).

Ejemplo. Para nuestro conjunto de impares & tendremosp, (n) = 1 3 0.,(k)ps(n—k)
k=1

pr(1) =1, ps(2) =1, py(3) =2

Pr(4) = ~ (0()pewr(3) + 0/(2)per (2) + 0. (3)per (1) + 0.7 (4)per (0))

(1-241-144-1+1-1)=2

e Nl N

y efectivamente 4 =14+ 1+1+1=1+ 3.

Veamos como las propiedades aritméticas del conjunto A nuevamente nos facilitan las
relaciones de recurrencia en el caso de particiones. Consideremos en conjunto .2/ de impa-
res, primeramente veamos como la funcién generadora Py ./(z) es, de hecho, un producto
finito. Consideremos

aced

quitando el primer producto y re indexando

1 1 1 1 1
Py(t,z) = = = P (t2?
(1:2) 1—tz H (1—t22”+3) 1—tz }_[0 (1— (t22)22”+1) 1—tz (12, 2)

n=0

de modo que
Py(t,2)(1 —tz) = Py(t2*, 2)
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= (ipk,ﬂ( ) 1—tz Zpkd
= <Z Pkﬁp{(z)tk> — <Z szM(z)tkH) :Z 2Py o (2)tF

k=0 k=0
Por lo que, sacando el coeficiente [t*] en ambos lados obtenemos una relacion de
recurrencia para la funcion generadora de particiones de impares en k partes

z

ka—l,ﬂ(z)

Prow(2) — 2P 1.0(2) = 2% Py (2) = Prw(z) = T

z z
1 — 22k 1 — »2k—2 P2, (2)

z z z
1 — 22k _ ,2k—271 _ ,2k—4 Ph—s,e0(2)

= Pk,%(z> =

= Pk,&{(z) =

siguiendo los despejes, obtenemos (P (z) = 1)

Zk

(1—22)(1 —24)--- (1 — 2%)

Py o(2) =

Ademas de esto, de la recurrencia en la funciéon generadora Py /(2) = =05 Pr—1,0(2),
reordenando, Py (2)(1 — 2%*) = 2P, (2) obteniendo el coeficiente [2"] recuperamos
una recurrencia para el numero de particiones en k partes

[ Pr,or () = Doy (N — 2k) + Dp—1,(n — 1)

Ademas de la formula de recurrencia obtenida en el [Teorema 1.3.3| podemos hacer
algo mas. Pensemos en nuestra funcion generadora de las particiones de A

23 i =TI (75

acA

y consideremos su reciproco

1 a
P - L=

a€A

el producto de la derecha no es mas que un producto de polinomios cuya expansiéon sera
una serie de potencias en z, llamemosle

Hl—z ZcAnz

acA

donde ¢q = 1 siempre. Entonces, dada su propia definicion tendremos que

PA(Z)PA1(2> =1 & (gﬂ pA(n)z"> (;0 cAmz") =1

de donde obtendremos una recurrencia en términos de la sucesiéon c¢,,:

(Z pA(n)z”) (Z cAvnz”) =1 < pa(0)cap=1y Z carpa(n —k)=0,n>1
n=0

n=0 k=0
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Paran > 1, pa(n ZcAkpAn— k)

Esto me da otra formula de recurrencia del numero de particiones pero en términos
de esta sucesion ¢, del reciproco de la generadora. Dado un conjunto A en general no es
posible determinar el valor exacto de dicha sucesién, pero si seremos capaces de dar una
formula de recurrencia que cumple.

Proposiciéon 1.3.3
Sea
H (1—2° Z cAnZ"

a€A

entonces la sucesion cy , cumple que c4o =1y, paran > 1

1 n
n — _g Z UA(k)CA,nfk
k=1

\.

Demostracion. Prosiguiendo como en el [Teorema 1.3.3| dada

QA(Z):H (1—2% ZcAnz

acA

aplicando logaritmo y derivando respecto a z
a—1

Q4(2) = Qal2) <_21“Z_ Z) = 2Q4(2) = Qa(2) (—Zal iaza>
acA

a€A

escribiendo como serie geométrica el segundo sumando

2Q4(2) = Qa(z) (—Za > zak> = Qa(z) (— >, Zaz“’“)

acA k=1 k=1 acA
=Qa(z) (— JA(m)Zm>
m=1

de donde el coeficiente [z"] nos da que

n

NCpgn = — Z oa(k)can—k

k=1
[l

Como podemos notar, esta es exactamente la misma relacion de recurrencia del numero
de particiones, pero en dicha formula de recurrencia tenemos un signo menos. En resumen,
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estos dos ultimos resultados me dicen que: Dada la sucesiéon definida como ¢y = 1y
n
Can = —% > oa(k)can—k, el numero de particiones de n cumplira la relacion
k=1
n
pa(n) == cawpaln — k) (1.3.6)
k=1

la posible “ventaja” es que es una suma lineal, sin necesidad de promediar por la
cantidad de sumando, siempre y cuando la sucesion c4 ,se comporte “bien”. Pero veremos
que este no sera el caso, pues una expresion para c4 , es casi imposible de obtener. En la
siguiente seccion daremos una formula exacta para c4, en el caso particular A = Z* y
mencionaremos la dificultad de su prueba.

Cabe aclarar que es posible hacer analisis mas exhaustivos sobre la sucesion ca,, e
incluso darle una interpretaciéon combinatoria con el numero de particiones con cantidad
par e impar de sumandos distintos, pero se sale del objetivo de este trabajo.

El analisis desarrollado en esta seccidén evidencia que, si bien es posible obtener re-
laciones de recurrencia generales mediante la derivada logaritmica y funciones auxiliares
como o4(n), la naturaleza del problema de las particiones tiene una complejidad mas
profunda que el de las representaciones debido a los productos infinitos involucrados. He-
mos logrado describir py a(n) y pa(n) en términos de la aritmética del conjunto A, pero
estas formulas generales que obtuvimos son tan complejas que el uso puede llegar a no ser
practico. Para poder comprender realmente el alcance y las limitaciones de estas funciones
generadoras resultara de importancia considerar el caso donde la estructura aritmética es
la mas fundamental posible. Es por esta razon que en la siguiente seccién nos centraremos
en el caso A = Z™, lo que nos permitird comparar la teoria general con las identidades
clasicas.

1.4. Los enteros

Como bien explicamos, estudiar el caso general de encontrar estimaciones (o formulas)
para ri 4(n) y pr.a(n), es en extremo complicado, pues el hecho de haber o no soluciones
a las ecuaciones aditivas dependera de las propiedades aritméticas del conjunto A que
tomemos. Es por ello que daremos un repaso en el caso mas conocido y simple, que es
cuando consideramos A = Z™.

Para simplificar denotaremos 0z+(n) = 0(n), rrz+(n) == re(n) y prz+(n) = pr(n)
asi como rz+(n) = r(n) y pz+(n) := p(n) y en el caso de las funciones generadoras
Ry z+(2) := Ri(2), Rg+(2) := R(2), Prog+(2) := Py(2) y Pg+(2) := P(z). En este caso lo
que estudiaremos es el numero de representaciones y particiones de enteros positivos.
Ejemplo. Tenemos que r(4) = 8 pues:

( 4
1+3
3+1
2+2

1+1+2

14241

2+1+1
[ 1+1+1+1
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de donde también podemos obtener que 7(4) = 1, r(4) = 3 (4) =3, (4) =
de forma similar podemos notar que p(4) = 5, pues p;(4) = 1, pa(4) = 2, p3(4 )

Quisiéramos atacar el problema de saber si es posible dar una buena expresiéon para
r(n) v pr(n) y por ende para r(n) y p(n), veamos que para el caso del numero de
representaciones de un entero positivo si podemos obtenerlo de una manera sencilla usando
las herramientas estudiadas en la seccion anterior.

Proposicién 1.4.1

Sean n, k € Z*. Entonces
(n) = n—1
rel\n) = L1

r(n) = 2"

Y
1,

y por ende

.

Demostracion. La funcién de representacion de enteros positivos es

fZ+ Z 2"

asi, por el [lleorema 1.2.1|

Tl 1-22

de donde, para el numero de representaciones obtenemos

R(Z):l_z2z 1_2Z ZZ Z2mm+1 Zlem

m=0 m=0
entonces (n) = [2"|R(z) = 2", similarmente usando el teorema del binomio generali-
zado
2" = [~k
R _ — Sk —1)mm
o (m+k 1) m+k S (J_l)J
g z — z

= (" 2

obteniendo

]

De esta manera identificamos exactamente el numero de representaciones en k partes
y el numero de representaciones totales, que, comprobando con nuestro ejemplo, 79(4) =
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(;lj) = (?) =3y r(4) = 247! = 8 efectivamente. Podemos recuperar algunas relaciones

de recurrencia con lo obtenido en la [Proposicién 1.2.1]

<n;1> = ()= Y rln—a) :i (n;ﬁl_l)

1<a<n m=1

n—1
2"l =p(n) =1+ Z r(n—a) =1+ Z gn—m=1
m=1

1<a<n

dichas relaciones ya son bien conocidas e, incluso, claras de ver. Por tanto para el caso de
enteros positivos el tema del numero de representaciones queda totalmente determinado.

Representaciones vs Particiones

T T T
L Funciones
o on = rm =27 ]
S = p(n)

>
[
D

= 1081 N
e}
=
[}
D
o
-

810t 4
[
O
(%]
i

'|, -

e o v e ey

0 10 20 30 40 50

n (Entero positivo)

Figura 1.4.1: Comparacion en escala logaritmica del crecimiento del nidmero
de representaciones r(n) frente al nimero de particiones p(n). Nétese el cre-
cimiento exponencial de r(n).

El estudio formal de las particiones de enteros positivos comenz6 a mediados del siglo
XVIII por Leonhard Euler. Antes de él, el problema era mas una curiosidad recreativa
que un campo de estudio. Euler trabajo con las particiones mediante el uso de su funcion
generadora, de hecho, fue el primero en dar su descripciéon algebraica, obteniendo que

P =Y s> =TT (12

n=0 n=1

cosa que coincide con lo que obtenemos al aplicar el [Teorema 1.3.1|a Z". Es importante
notar que Euler trataba a estas funciones como series formales de potencias, con lo cual
no se preocupaba por la convergencia de dichas series u productos. Euler noto que este
producto infinito no se podia simplificar a una fraccién simple, lo que hace imposible
extraer el coeficiente p(n) algebraicamente.

Formulas para las particiones en k partes de un entero n no son sencillas, del [Lema]
[1.3.7] podemos obtener las formulas para particiones en dos y tres partes

pal) = (a0 + o) = 5 ("7 1) +03)) = 5 (n-14063)
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donde para n par po(n) = 5 y para n impar py(n) = ”T_l, por lo que

En el caso de particiones en tres partes,

ps(n) = % ) +3 (32 8(n—2m)s(m) | +28(5)
:% (;’:i)w) > dtn—2m) | +20(3)
o3

para el sumando central, notemos que §(n —2m) = 0 si y solo si n — 2m = 0 si y solo si

m = 3y eso solo pasara en el caso en que HJ = 2. es decir, en caso de que n sea par.

2 27
Coun ello

D=

ps(n) =

(n;1)+3 5(n—2EJ)+ ! +25(%)

0<m< L%J

_ % ((”_ 1)2(” —2 4 (1-0)+ 5] -1) +25(g))
s (s (5] -0 )

. n n .
Ahora, notemos que el termino bJ — 6(%) comprobando casos pares e impares se

simplifica a L"—_IJ, obteniendo

pa(n) = (n—1)(n—2) +l {n—lJ +%5(g)

12 2 Z

Aplicar directamente la formula de recurrencia presentada en sera en sumo in-
eficiente. Veamos como, como en el caso de impares, podemos obtener una formula de
recurrencia para el numero de particiones en k partes. Mas aun, veamos que el producto
infinito de la funciéon generadora de particiones en k partes es finita. Procediendo de forma

similar dada
[oe)

P(t,2) Zg Pi(=)t" :HO (1 —1“”)

n=

podemos separar el primer producto y llegar a la ecuacion
P(t,z)(1 —tz) = P(tz, 2)
de donde obtendremos que

z
1— 2k

Pu(z) = Pei(2) (14.1)

y aplicando la formula recursiva
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Zk

Py(2) ZHZ; P = A=) A=)

Extrayendo el coeficiente [2"] de la ecuacion [1.4.1] obtenemos la formula de recurrencia
para el numero de particiones en k partes

| ) == 1) +psto—1) |

Ejemplo. Con lo anterior veamos cuales son las particiones en tres partes del 6. Primero
usando la formula directa

mo) = O 15| 05 )
=%+%(2)+%-1=3

y con la formula de recurrencia:
p3(6) = p3(6 — 3) +p3-1(6 — 1) = p3(3) + p2(5)
3—-1)3—-2) 1|3-1 1.3 5
- [ e+ 3

12 21 2 2
= 2+1+1+2—3
12 2 3 N

Para las particiones totales, el [leorema 1.3.3|nos da una relaciéon de recurrencia con la
funcion divisor usual

pn) == 3 ok)p(n — b

pero al depender de saber los divisores para cada sumando se vuelve muy ineficiente. Sin
embargo usando la segunda relaciéon de recurrencia dada por la ecuacion [I.3.6]

n

p(n) ==Y ap(n—k)

k=1

pero en el caso de enteros positivos, podemos notar algo curioso al calcular los términos
de la sucesion ¢,,. En este sentido la sucesion tiene la relacion de recurrencia, con ¢q = 1;

1 n
Cp = —— g o(k)en—r
n
k=1

Calculando los primeros valores obtenemos
(co, 1, €0y -y 015, -..) = (1,—1,-1,0,0,1,0,1,0,0,0,0,—1,0,0,—1, ...)

Notando que los términos unicamente son 0, 1 o -1. Esto fue algo que Leonhard Euler noto
en su momento. Mas especificamente, Euler observo las potencias de z" que sobrevivian en
la expansion en series del reciproco de la funciéon generadora de el numero de particiones

H(l—z”) :chz":1—2—22+z5+z7—212—215+222—|—-~-
n=1 n=0
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Observando las potencias que sobrevivian dio el llamado Teorema del Numero Penta-
gona]E] , el cual usando la notacion de este trabajo nos dice lo siguiente.

Teorema 1.4.1 (Teorema del Numero Pentagonal)
Si .
[[0-)-3 e
n=1

entonces

(—1)F sin=23D con ke Z
Cp =
0 en otro caso

Es posible reescribir la identidad anterior de una forma mas compacta, dado que los
términos en los que n no son de la forma dada son cero, podemos re indexar la suma sobre

los n = w para cada k, obteniendo la celebre identidad de Euler en su forma usual
[[a-)-3 (o=
n=1 k=—00

Esta expresion genera explicitamente los términos no nulos de la expansion. El nombre
de este teorema hace referencia a los exponentes n = M, pues, para k € ZT, estos
valores coinciden con los niimeros pentagonales (1, 5, 12, 22....), los cuales representan
la cantidad de puntos necesarios para construir pentagonos anidados con un vértice en
comin. Para los indices negativos k € Z~! obtenemos valores positivos igualmente (2, 7,
15,...), en conjunto (términos con k positivos y negativos) son conocidos como ndmeros
pentagonales generalizados que denotaremos g, (1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, 35,...). Con
ello Euler dedujo la formula de recurrencia para el numero de particiones mas conocida,
la cual es nuestra ecuacion

- Z crp(n — k)

sumando unicamente sobre los ¢, no nulos obtenemos

n

p(n) =Y (=1 'p(n—gi) =p(n— 1)+ p(n —2) —p(n —5) — p(n — 7) + - -

Ademas del Teorema del Numero Pentagonal, Euler encontré diversas propiedades de
particiones de enteros que cumplian ciertas condiciones, la mas conocida es la identidad
que establece que el ntimero de particiones de un entero n en partes impares es igual al
numero de particiones de n en partes distintas. Con estas ideas, Euler sent6 las bases de
la teoria analitica de las particiones, que maés tarde inspiraria a toda una linea de inves-
tigacion combinatoria y analitica en los siglos XIX y XX.

SEuler se baso en evidencia heuristica, lo conjeturo en 1741 pero no pudo probarlo sino hasta 1750.
Su articulo fue publicado finalmente en 1760.
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o o o o
o [ ] [ ] [ ] ([ ] o
[ [ ] o [ ]
o O [ I ) °® o O Py
Oi=1 [ ] () o ([ ]
1= o ([ ]
® 6 o ® 6 o
Q=5 o o
b ® 6 0 O
Q3=12

Qu=22
12 0)
Figura 1.4.2: Numeros pentagonales compartiendo un vértice comin. En rojo

esta el nuevo pentdgono agregado en cada iteracidn. Se puede notar la recu-
rrencia Qp = Qn_1+ 3n — 2.

Sin embargo, tras los trabajos de Euler, el progreso en la btisqueda de una formula
explicita para el numero de particiones p(n) fue lento. Durante el siglo XIX, el avance
mas significativo vino de la mano de James Joseph Sylvester, quien aplico la teoria de
invariantes algebraicos a las particiones restringidas, demostrando que estas se comportan
como cuasipolinomios ([10]). Posteriormente , a principios del siglo XX, Percy Alexander
MacMahon fue quien dio a la teorfa de particiones una estructura combinatoria sistematica
en su obra Combinatory Analysis [11]. MacMahon no solo estudio las particiones planas
y vectoriales (una generalizacion de particiones con mas coeficientes), sino que utilizo
la recurrencia del numero de particiones para calcular el valor de las particiones hasta
n = 200, obteniendo la monstruosaf cantidad:

p(200) = 3,972,999, 029, 388

A pesar de estos trabajos, persistia una limitacion fundamental: la incapacidad de
manejar el verdadero comportamiento asintético del problema general. Las funciones ge-
neradoras se utilizaban unicamente como series formales de potencias, encapsulando la
informacion aritmética del conjunto A de manera algebraica, pero sin herramientas para
“desencapsular” dicha informacién de manera eficiente.

Esta dificultad de manejar los casos generales y los pocos resultados que se obtenian
con funciones generadoras llevo a que gran parte de la teorfa aditiva clésica se separara en
el estudio de casos particulares, aplicando resultados de algebra y de formas cuadraticas.
Dos ejemplos bien conocidos son el teorema de los cuatro cuadrados de Lagrange (1770)
y el teorema de los ntimeros triangulares de Gauss (1796), los cuales probaban que todo
numero es suma de cuatro cuadrados y de tres nimeros triangulares respectivamente. De

k(k+1)

forma mas especifica, si B = {k*: k>1} y C = {T k> 1} entonces 14 p(n) > 0

y m3.c(n) > 0. Es aqui donde podemos notar una limitacion intrinseca desde el punto de
vista analitico; pruebas que el numero de representaciones siempre es positivo (es decir
siempre hay una representacion), pero no dan una respuesta a la pregunta inicial ;De
cuantas formas? o siquiera dar una estimacion buena.

Este fue el “muro” que mantuvo estancada a la teoria aditiva general: la falta de un
método para estimar el crecimiento del numero de representaciones o particiones. Fue

6A pesar de esta afirmacion, el valor de r(200) es en escala mucho mayor, al rededor de 2199,
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necesario esperar hasta 1918, cuando H. Hardy y S. Ramanujan rompieron este estan-
camiento mediante una nueva visiéon. Su idea consistié en dejar de ver a las funciones
generadoras como meras series formales y tratarlas como funciones de variable compleja,
analizando sus singularidades en el circulo unitario. Las tablas numéricas de MacMahon
sirvieron entonces como la evidencia empirica necesaria para validar los resultados asin-
toticos que obtuvieron. Este nuevo enfoque el cual combina la aritmética con el andlisis
complejo, es lo que hoy conocemos como el Método del Circulo.
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Capitulo 2

El Método del Circulo

2.1. Hardy y Ramanujan

Todo lo detallado en esta seccién como los hechos histéricos se pueden encontrar en
[12, 13, 14, 15], vy los analisis modernos asi como aclaraciones de lo hecho por Hardy y
Ramanujan se pueden encontrar en [18, 19, 21]

La historia moderna de la funcion de particion, p(n), y el nacimiento del Método del
Circulo, son dos hechos intimamente ligados a la colaboraciéon entre G. H. Hardy y Sri-
nivasa Ramanujan. Su encuentro no solo marco un hito en la teoria analitica de niimeros,
sino que representd la convergencia de dos pensamientos opuestos: el rigor analitico de
Hardy y la intuiciéon profunda y casi mistica de Ramanujan.

G. H. Hardy era ya una figura central de la teoria analitica de nimeros en el Trinity
College de Cambridge cuando, el 16 de enero de 1913, recibié una carta proveniente de un
joven y practicamente desconocido contable brahmén de Madras: Srinivasa Ramanujan.
El documento contenia una centena de teoremas y formulas sin demostracion, algunos co-
nocidos, otros erréneos, y otros tan extraordinarios que, en palabras de Hardy, «tenian
que ser verdaderos, porque si no lo fueran, nadie tendria la imaginacién para
inventarlos». Junto a su colaborador J. E. Littlewood, Hardy reconocié esa noche que
no estaba ante un charlatan, sino ante un genio natural.

Tras superar barreras culturales y religiosas que le impedian dejar su hogar y cruzar el
mar, Ramanujan arrib6 a Inglaterra en abril de 1914, luego de que su madre sonara con su
diosa pidiéndole dejar ir a Ramanujan. La colaboraciéon comenzd con un choque de estilos.
Hardy se enfrent6 a un dilema de ensenanza inesperado: debia guiar a Ramanujan en el
rigor del anélisis moderno y la teoria de funciones de Cauchy sin fracturar la intuiciéon
que le permitia "ver" los resultados. Durante los primeros dos anos, mientras la Primera
Guerra Mundial vaciaba Cambridge y enviaba a Littlewood al frente, Hardy y Ramanu-
jan se dedicaron a sistematizar los cuadernos de este tltimo, abordando problemas de
series hipergeométricas y teoria de nimeros primos. Sin embargo, esto ultimo dificultd
enormemente su adaptacion. Las fuentes remarcan que pasaba largas horas trabajando
en su cuarto, muchas veces aislado por clima, salud o comida sufriendo incluso de racismo
en una época de guerra y desprecio hacia los extranjeros.

Pese a esto Ramanujan adoptaba nuevas herramientas analiticas sin perder su crea-
tividad; describia con entusiasmo funciones extranas que ¢l mismo creaba e inventaba y
que no parecian encajar en ninguna teoria existente. En esos primeros anos trabajaron
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principalmente en series theta, productos infinitos, aproximaciones analiticas y cuestiones
generales de teoria de niimeros, no directamente en particiones.

Hacia 1916, el interés de Ramanujan se volcd hacia p(n). Hasta entonces, el estu-
dio de las particiones habia sido mayormente algebraico y combinatorio. Ramanujan, sin
embargo, estaba convencido de que debia existir una férmula exacta, o al menos una apro-
ximacion asintotica con un error despreciable, para calcular p(n). Ramanujan no parece
haber estudiado sistematicamente la funcién particion antes de conocer a Hardy, aunque
si habia trabajado con productos infinitos y g-series que, de forma implicita, tenian re-
lacién profunda con las particiones. Esto se confirma varios anos més tarde, cuando él
mismo descubre que algunas de sus “identidades nuevas” ya habian sido publicadas en
1894 sin que él lo supiera: habia reinventado hechos clasicos desde un angulo diferente.
Un hecho importante es que en su primera carta, Ramanujan incluia una férmula apro-
ximada derivada de una serie theta para obtener ciertos coeficientes. Aunque la férmula
era incorrecta en forma, Hardy diria mas tarde que esta “afirmacion falsa” de Ramanujan
fue lo que los condujo a toda su teoria de particiones.

Ramanujan -como ya mencionamos- sugeria que las propiedades de p(n) debian de
estar codificadas en su funcion generatriz, mas especificamente en las singularidades de su
funcion generatriz, una idea que resonaba con su conocimiento de las funciones modulares
y elipticas. Ambos elementos llevaron a Hardy a ver que el problema de contar particiones
p(n) era ideal para aplicar la teoria analitica que él dominaba, mientras que las ideas
previas de Ramanujan ofrecian un camino inesperado hacia una férmula asintética.

Un actor crucial en esta etapa fue el Mayor Percy MacMahon, un experto en com-
binatoria y prodigioso calculista. A peticion de Hardy y Ramanujan, MacMahon asumi6
mostruosa tarea de calcular a mano los valores de p(n) hasta n = 200. El resultado,
p(200) = 3,972,999, 029, 388, se convirtio en el objetivo a lograr: cualquier formula ted-
rica que desarrollaran debia coincidir con este dato empirico con una precision absoluta.
MacMahon entonces se convirtio, en esencia, en la herramienta de validaciéon computacio-
nal de su época.

El desarrollo de la prueba coincidié con el periodo mas oscuro en la vida de Ramanujan.
En la primavera de 1917, contrajo una enfermedad grave (diagnosticada entonces como
tuberculosis, aunque analisis modernos sugieren amebiasis hepéatica) que lo confino a estar
hospitalizado durante largos periodos. La colaboracién continué a menudo al pie de la
cama del enfermo con visitas regulares de Hardy para discutir detalles.

El desafio matematico era en sumo dificil. Ramanujan creyé inicialmente haber en-
contrado una férmula exacta utilizando series asintéticas, pensando que el término de
error tendia a cero. Hardy tuvo que demostrarle que la serie no era finita, aunque la apro-
ximacion para p(200) arrojaba un error de apenas 0.004 %. Esta tension entre la vision
de Ramanujan sobre qué términos debian dominar la formula y la técnica de Hardy para
acotar los errores culminé en la creacién de una nueva estrategia: deformar el contorno
de integracion para acercarse a las singularidades "pesadas" de la funcion generatriz (las
raices de la unidad de orden bajo) y alejarse de las menos significativas. Esta estrategia,
publicada en su célebre articulo de 1918 Asymptotic Formulae in Combinatory Analysis
[2], no solo resolvio el problema de las particiones con una precision que dejé atonito a
MacMahon, sino que inauguré una nueva era en la teoria analitica de ntimeros. Habia
nacido el Método del Circulo.
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Lo que sigue a continuacion es el corazoén técnico de su logro: una explicacion de como
transformaron esta intuicion geométrica y modular en una de las féormulas asint6ticas mas
célebres de la matematica[l

El primer paso, encaminado a la prueba de Hardy y Ramanujan, es dejar de considerar
a la funcion generadora de las particiones como meramente una serie formal, y considerarla
como una funcién en variable compleja z. Consideremos la funcion definida como

ﬁl—z
k=1

vamos a probar que dicha funcién es analitica en el disco unitario D = {z € C : |z| < 1},
para esto usaremos la teoria de productos infinitos, los resultados utilizados se pueden
encontrar en [I7]. Dado un producto infinito, podemos determinar cuando este es conver-
gente usando criterios series de niimeros reales.

Lema 2.1.1

Sea {ay} C C sucesion. El producto

H 1+ ag) = h_I}lgoH (1+ ag)

=z

converge absoluta y uniformemente, si la serie

[e.9]

> Jal

k=1

converge uniformemente.

Con ello podemos definir para cada N € Z" y z € DD, la sucesion de funciones

N

on(z) =] (1 -+

k=1

entonces dado que para cada N, ¢y(z) es analitica en D (pues es producto de polinomios)
, el teorema de convergencia de Weierstrass nos garantiza que si dicha sucesion de
funciones converge uniformemente en subconjuntos compactos de D entonces la funcion
limite (¢(2)) sera analitica en D.

1Los detalles aqui mostrados serdn una representacién lo mas fiel posible a lo hecho originalmente por
Hardy y Ramanujan, pero adaptandolo a la notacién de este documento y a la actual en las matematicas.
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Proposicién 2.1.1

Sea K C D subconjunto compacto, entonces el producto

o0

(1-2")
k=1

converge uniformemente para todo z € K.

Demostracion. Como K es subconjunto compacto, entonces existe un 0 < r < 1 tal que

|z] < rparatodo z € K.Sea z € K y definamos la sucesion aj, = —2*, entonces tendremos
o0 [o¢] o0
S hul = e €3 < o
k=1 k=1 k=1

Por el criterio M de Weierstrass, la serie "/~ |ax| converge absoluta y unifor-
memente en K. Entonces por el |:| el producto infinito [[;, (1 — 2*) converge

uniformemente en K. O

De esta manera, dado que ¢(z) = [];,(1 — z¥) es analitica en D y sus ceros son

aquellos tales que 1 — 2 = 0, es decir, raices de la unidad, tendremos que su reciproco

o0 1 . »
L=, <m> es una funcion analitica en D, que ademas, como producto es convergente

absoluta y uniformemente para cada z € . Con ello si consideramos la expansion en

series de cada producto
oo [e.e]
HZ (Zk>m
k=1m=0
la convergencia absoluta nos garantiza que podremos re ordenar los términos de estas
series , por lo cual queda totalmente justificado el analisis hecho en el [l'eorema 1.3.1]

con lo queda demostrado la formula de la funciéon generadora de las particiones, siendo
una funciéon analitica y convergente para |z| < 1

o0

szfymwzg(L;Q

n=0

Una vez que ya entendemos a nuestra funcion generadora como una funcién analitica,
podemos hacer uso del analisis complejo. Esto fue algo en lo que Hardy era experto, de
esta manera dado P(z) la formula integral de Cauchy nos garantiza que dada  contorno
circular centrado en el origen con radio p < 1,

POI(0) = / P,

2w ), (2 — 0)nH
desarrollando ( )( ) ”
" P™ (0 1 P(z
) = 1P = 2 = o [ S (2.11)

por lo que el numero de particiones de un entero n queda determinado por una integral

de linea sobre el plano complejo de la funcién generadora. Analizando el integrando,
la funcién Z(ﬂ tiene un polo de orden n + 1 en el origen, ademas a esto, el teorema de
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Cauchy nos garantiza que el valor de la integral no depende de la curva ~, estos dos hechos
intuyeron a Ramanujan a creer que al tomar un contorno vy con radio cercano a 1, las
singularidades en la frontera de D de la funcion P(z) aportarian la informacion necesaria
para encontrar una formula para la funcion particion. ;Cuales son las singularidades de

P(2)? Teniendo
B 1 — 2k
k=1

sus singularidadeﬂ vendran dadas donde cada producto se indetermina, es decir, los
ceros de 1 — z* para cada k, los cuales son las raices k-esima de la unidad.

Zkom = €XP (27ri%) ,conm=0,...k—1

En este sentido, podemos ver que tanto aparece cada singularidad en el producto, viendo
las singularidades que aporta cada producto

0
k=1= 1-—2 aportazo=exp (2m‘I> 1

0
k=2= 1-2" aporta 2,0 = &Xp (2m%) 1
Z9,1 = €xXp (27TZ§) -1
23 0 = exp (2mg) 1
k=3= 1-—2° aporta { 23, = exp (2mit) —%4_\/75@'
(232 = exp (2mi2) —1— \/Tgl
(210 =exp (2mY) 1
l .
k=4= 1—2" aporta { '~ O <27”z21) ¢
Z42 = €Xp (27”1) -1
\Z43 =exp (2mi%) —i
2'5 0 = exp (27rzg) 1
251 = exp (2mit)  x
k=5= 1—2° aporta Z59 = €Xp (2#2%) *
253 = €Xp (27rz§) *
| #5.4 = €XPp (27”%) *
( 26 0 = €exp (27TZ%) 1
26,1 = €Xp (2m%) *
k=6= 1—2° aporta “6,2 = OXP (27”%) —% + ‘/751
26,3 = exp (2mi3) -1
264 = exp (2miz) —3 — \/Tgl
( 26,5 = €XP (27”%)

Aqui podemos notar que habra repeticiones en las singularidades, el caso mas claro
es z = 1, pues para cada k € ZT, z,o = exp (27ri%) = 1, por lo que la singularidad

2En el sentido estricto no son singularidades, pues estas estdn fuera del dominio en donde definimos a
la funcién, ademas de ser polos de orden “infinito”
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mas fuerte se encuentra en z = 1 ya que esta presente en todos los productos. Siguiendo
podemos notar a z = —1, donde 231 = 242 = 263 = —1 y esto ocurrird siempre y cuando
= % lo que implica m = g, por lo que para cada k par (por ejemplo 2, 4, 6) el factor
1 — z* aportara la singularidad z = —1. Podemos pensar en la siguiente singularidad, pues
2 = exp (27?2%) aparece siempre que k sea multiplo de 3 y m = % (231 = 262 = 293) ¥ en
el caso de z = exp (2m’§) aparecera siempre que ' = % y esto es si y solosim = 2q y
k = 3q, por ejemplo con g = 1,2,3, 239 = 264 = Z96.

Con el anélisis anterior podemos considerar a Sy el conjunto de singularidades de

producto truncado Py (z) = [[1, (ﬁ), de forma que

SN:{exp(27ri%>:1§k‘§N, 1§m<k‘con(k,m):1}

Es decir, las singularidades corresponden a las raices de la unidad donde la fraccion 7 es
una fraccion reducida, y cualquier otra es una repeticion. Ahora cabe preguntarse ;Que
tanto aporta cada singularidad? o dicho de otro modo ;De que orden son estos
polos en el producto truncado?

Analicemos los casos puntuales:

» Para z = 1: Sabemos que z;9 = 1 para todo 1 < k < N. Por tanto, el factor 1 — 2k
se anula en cada termino del producto, resultando un polo de orden N. Para z = —1
(donde 7t = %), la singularidad aparece si y solo si el término (1 — 27) se anula, lo
cual ocurre cuando 27 = 1. Dado que(—1)’ = 1 solo si j es par, contamos cuantos

pares existen entre 1 y N. Asi, z = —1 es un polo de orden L%J

= Para z = exp (27?2%): La condicién para que sea polo es que 27 = 1, lo que implica
% € Z*. Esto ocurre si y solo sij es miltiplo de 3. La cantidad de multiplos de 3 entre
1y Nes L%J , determinando asi su orden. Finalmente, consideremos z = exp (27rz'§).
Aqui la condicién de polo 27 = 1 implica exp (27m%) =1, es decir, 23] € Z". Dado
que (2,3) = 1, esto fuerza necesariamente a que 3 divida a j. Notamos entonces
que la condicién es idéntica al caso anterior: no depende del numerador m = 2, sino

unicamente del denominador £ = 3. Por tanto, el orden es nuevamente L%J

Con esto tendremos en general que dado z = exp (2m’%) con (m, k) = 1, su contribucion
como polo en el producto truncado vendra dada por la cantidad de veces que z/ = 1 para
1 <5 < N. Debido a que m y k son primos relativos, la condicion % € Z* se satisface
si y solo si k divide a j. Por lo tanto, el polo es de orden L%J

. Que nos dice todo esto? Todo lo hecho en el parrafo anterior nos da dos propie-
dades importantes acerca de los polos de mayor aportacion, la primera; son unicamente
aquellos para los cuales £ y m son primos relativos, o dicho de otra manera, aquellos
niimeros complejos exp (2772'%) en el disco unitario con angulo una fraccién reducida
del circulo y segunda; los polos de mayor aportacion seran aquellos con denominador
pequeno.

Estos dos hechos fueron los que inspiraron a Hardy y Ramanujan a “diseccionar” el
circulo unitario en las partes de “mayor aportacion” y de “menor aportacion” y para lograr
este objetivo hicieron uso de la secuencia de Farey de orden N, denotada como Fy. Esta
secuencia consiste en todas las fracciones reducidas 7' en [0,1] con denominador k < N
ordenadas de manera creciente, es decir, las mismas que ya estamos trabajando, pero
con la diferencia de que consideramos una sucesion de conjuntos de fracciones reducidas
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Orden de las Singularidades
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Figura 2.1.1: Orden de los polos para N = 1000. Se observa que las singulari-
dades con denominadores k pequenios poseen los drdenes mds altos, dominando
el comportamiento asintdtico frente a aquellas con k grande.

donde se agregan cada vez mas fracciones de menor aporte. Los primeros términos de la

secuencia son:
01
f
i)

Con esto, tomando p suficientemente cercano a 1, tendremos que la curva v en 2.1.]]
vendra parametrizada por () = pexp(2mif) con 6 € [0, 1], de forma que

1 P 1 ' ‘
p(n) — _/ (fl) dZ — p—n/ P(p€27r19)€—27rzn9de
v 2" 0

271

Entonces el objetivo sera dividir el intervalo [0, 1] en subintervalos que contengan a las
fracciones de mayor aportacion, es decir, en “arcos” disjuntos &,, x, cada uno centrado en
una fraccion de Farey, pero ;Como lo hacemos?. Para esto podemos ver las propiedades
clave de las secuencias de Farey.

Dadas dos fracciones en una secuencia de Farey, diremos que son vecinos si una sigue
a la otra, por ejemplo, % y % son vecinos en la secuencia F,. Esta idea de “vecinos” en
una secuencia de Farey nos ayudara a distinguir cuando una fraccion reducida sigue de
otra, pero para que nos sea de utilidad necesitaremos un criterio que nos asegure cuando
es que dos fracciones seran vecinos..
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Figura 2.1.2: Visualizacion de la magnitud de la funcion generadora truncada
Py (z) con N = 300, sobre el disco de radio p = 0.999. La figura fue elabora-
da uiilizando Wolfram Mathematica, implementando computacionalmen-
te la identidad Pn(z) = 1/(z;2)n, donde (z;z)n denota el g-Pochhammer
symbol, mediante la funcion QPochhammer. La representacion se realizé
con ComplexPlot, empleando una escala de color basada en la magnitud
log(1 + |Pn(2)]), de modo que los tonos claros indican regiones donde |Pn(z)]
crece rapidamente al aproximarse a las singularidades situadas en la frontera
del disco unitario, mientras que el interior del disco permanece en niveles de
magnitud significativamente menores. Los puntos rojos son las singularidades
de P12(z). Note como las singularidades con denominador pequerio dominan el
crecimiento.

a Cc

Dos fracciones ¢ y < seran vecinos en una secuencia de Farey si y solo si

b d

lad — be| =1 (2.1.2)

Dada una fraccion de Farey, por definicion, esta siempre tendré vecinos. Ademas de este
resultado, podremos obtener “puntos medios” entre dos fracciones de Farey. Dados § < ¢
a+tc

definimos su mediante como la fraccién 1 esta mediante tendra la particularidad de

ser un un punto entre las fracciones originales, pues resultara que 3 < ZTJ“; < g, pero esta
desigualdad es unicamente como fracciones reales ;Como se comparan como fracciones de
Farey? Esta pregunta tiene sentido pues resultara que la mediante siempre es una fraccion
reducida, por lo que pertenecerd a una secuencia de Farey.

Podemos notar que, en general, dos fracciones arbitrarias de Fy no serdn vecinas, ya
que la condicién necesaria y suficiente para que § y § lo sean es que |ad — bc| = 1. Por

b
. 1 2 .
ejemplo, en Fy, tomando ; y 3, se tiene

1-3—4-2[=5
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por lo que no son vecinas. Su mediante es %, la cual no pertenece a Fy, sino a F7. Ademas
4-3—1-7/=5 'y [3-3—2-7=5
por lo que tampoco es vecina de ninguna de las fracciones originales en F7. En cambio, si

tomamos dos fracciones vecinas, por ejemplo % y % en JFy, entonces

1-3—4-1]=1
y su mediante en % la cual no pertenece a JFy, sino a F7. En este caso se verifica que
4-2—1-7/=1y [3-2—-1-7=1

por lo que % resulta ser vecina de ambas fracciones originales en F7. En consecuencia,
la mediante de dos fracciones vecinas aparece como fraccion intermedia y vecina de ambas
en alguna sucesion de Farey de orden mayor. Esta propiedad nos dara lo necesario para
definir correctamente nuestros arcos.

Definiciéon 2.1.1 Arcos de Farey

Sea Fy secuencia de Farey de orden N. Para cada 7 € Fy consideremos los vecinos
my o, M2 m m o _m o my ' ) : -
Y de con T < < G Definimos el arco de circunferencia &, i, asociado

2 &
a la fraccion t, como la curva parametrizada como

k b
Emi(0) = pexp(2mif), p>0

con 0 extendiéndose en el intervalo de las mediantes de cada vecino, es decir,

9 [ml—l—m m+m2}

ki+k’ k+ko
Notemos que en particular 0 = % no tiene vecino izquierdo en Fy, pero si tiene
vecino derecho siendo % (que siempre es la segunda fraccion), es por ello que para &g,
consideramos el intervalo desde 0 hasta la mediante entre % y N+r1,
0,1 — |0, ———
§ [ "N+ 1}
similarmente para 1= % el inico vecino en Fy es % (que siempre es la pentltima

fraccion), entonces consideramos intervalo desde la mediante entre % y % hasta 1,

11— |——,1
f - [yl

Estos arcos nos dan una separacion de regiones donde domina cada singularidad
7 € Fn (de hecho son el centro) que se extienden hasta las mediantes extremas. La
construccion dada por las mediantes nos garantizaran que los extremos del arcos son

exactamente los puntos de transicion entre el arco &, , y los arcos vecinos.

Sea Fn secuencia de Farey de orden N. Los intervalos definidos por las mediantes
de cada fraccion, forman una particién del intervalo [0,1]. A esta particion se le
conoce como Diseccién de Farey.
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En la diseccion de Farey, los arcos §y 1 y §1,1 corresponden a los extremos del intervalo
[0, 1]. El punto exp(27i) = 1 queda simultaneamente en la frontera de ambos, pero en la
integracion sobre el circulo (parametrizada de 0 a 1) este punto pertenece naturalmente
al arco final &; ;. No es necesario que la singularidad 1 quede en el centro del arco: su
contribucion a la integral proviene de un vecindario pequeno alrededor de ese extremo.

Ejemplo. La diseccién de Farey correspondiente a F3 = {%, %, %, %, %} sera la particion

formada por los intervalos que definen a cada seccién de arco, esta diseccidon encerrara a
cada una de las singularidades de P3(z) como se muestra en la Figura La descripcion

de cada intervalo se hace calculando las mediantes:

0 1 1

2mi—) = — — =0,-

exp( ml) — . — &o1 — _0’3—1-1 0, 1|

@ .1)_>1_>£ . [0+1 1+1] (1 2]

ex Tl— — _ — |- —

PLEmig) = 3 77 S8 173 34 2] 15

2 ,1)_>1_>§ . [1+1 1+ 2] [2 3]

ex ml— — _ = |- —

Plemly) = 9 77 S22 7 159 5 13| 5'5]

@ .2)_>2_)§ L1224 [3 3]

ex ml— — _ = |- —

PRy g 7 928 7 193 3 1 54

1 1 3 3]

2mi—) = — — - | =|-,1

exp( ml) 1 €11 EESE 4

61,3 1 "r3
0,1
exp(27ri%)
§1,2

—1 exp(27ri%) 1 exp(27ri)

2.3

Figura 2.1.3: Diseccion de Farey correspondiente a F3. Los puntos negros
representan las singularidades de Ps3(z), las lineas rojas representan la seccion
del disco unitario correspondiente.
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De la misma manera podemos ver la diseccion de Farey correspondiente a JF, sobre el

disco unitario (Figura . En este caso Fy = {%, i, %, %, %, %, %}, por lo que calculando
las mediantes,

0 0 0+1 1
eXp(QTFZI) — I — 50,1 — - 71—|——4 = O, g-
NS S (ES R ESY 1]

4 4 ’ | 1+4"4+3] 1577
P S FES R ES Y 22

3/ 773 T 11331 2] 75

2/ T g TS T 30y 3) 55

3/ 773 T 97331 4] 57
eXp(27TZ§) — § — 534 — -ﬁ E_ — _E %-

4 4 ’ 13+4"4+1] 1775

1 1 3+1 4
eXp<27TZI) — I — 51’1 — -m, = g, 1

Como mencionamos, la diseccién de Farey captura a las singularidades de la funcion
generadora de particiones, pero esto no es lo Gnico que sera relevante en esta forma de
particionar el intervalo [0, 1], pues resultara que también sera la mejor manera de atrapar
el aporte “mayor” y “menor” de las singularidades.

Dado un arco &, ;, en la diseccién de orden N, tendremos que la longitud de dicho arco
vendra dado por £, = 8 donde 3 es el angulo de dicho arco desde el centro del disco
unitario. Dado que &, viene parametrizado por 276, con dicho angulo en el intervalo

mi+m m+tm
[k;rk, Hk;},entonces
ﬁ_Qﬂm+m2_2wm1+m_ - m+m2_m1—|—m
k + ko kv + k k + ko ki +k

:2W((m+m2 _@) N (@_ml—l—m))
k+ ky k k ki +k
—or (kmg—mkg +mk‘1 —kml)

k(k + ko) k(k + k)

dado que % y los extremos son vecinos, tendremos por(2.1.2, kmgo—mky = 1y mky—km,; =
1, asi

i ! !
ok = ST <k(k k) Rk k1)>

Para establecer el comportamiento asintotico de esta magnitud cuando N — oo, re-
currimos a una propiedad estructural de las sucesiones de Farey: la suma de los denomi-
nadores de cualesquiera dos fracciones consecutivas en Fy siempre excede el orden de la
diseccion, pero no supera el doble del mismo. Es decir, para los vecinos de 7' se satisface
que

N<k+k<2N y N<k+k <2N
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§14

13 i

exp(27rz%)

Fiy

exp(27r7,%)

RN

o1

1 exp(2mi)

Figura 2.1.4: Diseccion de Farey correspondiente a Fy.

esta desigualdad garantiza que las sumas k 4 k1 y k + ko son asintoticamente del orden
de N, de donde se deduce que

1 1 1
< < — , =1,2
%N = k(k+ k) kN 7
por lo que
2w <r 4
R
es decir )
Lo g = N cuando N — oo

Esta relacion revela que la longitud del arco &, , decrece inversamente con el producto
del orden de la diseccion N y el denominador k£ en cada singularidad de modo que, para
valores de k£ pequenos, el arco es ancho. Esto es vital porque necesitamos integrar
sobre una regién grande para capturar toda la contribuciéon asintotica dominante, mien-
tras que para k grande el arco es muy estrecho por lo que las singularidades mas “debiles”
de la funcién seran de menor aportacion en estos arcos (observe figura[2.1.4).

Todo este analisis le dio a Hardy y Ramanujan la forma de descomponer la integral
en cada arco. Dado N € Z™, se toma la diseccion de Farey de orden N del intervalo [0, 1]
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por lo que E]
1 N
p(n) = p"/ P(pe%w)e*%medﬁ :Z Z p"/ P<p€2m'9)672mn9d9 (2.1.3)
0 k=1 E)Srn,)<k; gmk
m,k)=1

El paso mas técnico y profundo del método consiste en evaluar el comportamiento de
la funciéon generadora P(z) en las vecindades dadas por la diseccion de Farey de la sin-
gularidad exp(2mi7). Para lograrlo, Hardy y Ramanujan aprovecharon la intima relacion
entre P(2) y la funcion eta de Dedekind, 7(7), definida como n(7) = ¢/*#T[°°, (1 —¢")
con ¢ = 2™, Dado que nuestra funcién de particiones es esencialmente el reciproco de la

funcion eta:
e7ri7'/12

F(€27ri7'> —
n(7)

La herramienta clave usada por Hardy y Ramanujan fue la ecuacion funcional que
satisface n(7) bajo transformaciones modulares. Especificamente, bajo la inversion 7 —
—1/7 (y sus generalizaciones para m/k), la funcion eta permite relacionar su valor cerca
de una singularidad con su valor cerca del origen o del infinito.

Mediante el cambio de variable z — exp (2”% — QLKZ) se logra poder estudiar el com-
portamiento de P(z) cerca de la singularidad aproximandonos a m. Mediante la formula
de transformacion de Dedekind, es posible expresar el valor de la funcion en términos de
una nueva variable transformada. A diferencia de una aproximacion simple, la transfor-
macion modular completa retiene tanto el término dominante como los términos de menor

orden, resultando en la expresion:

Tim TZ T Tz
F( 2pm 2 ) ~ W, <— _ ) 9.1.4
e T ) RunpvEen (o o (2.14)

donde wy, j es el llamado multiplicador de Dedekind (una raiz de la unidad de orden
24). En esta expresion "aproximada", el primer término exponencial exp(7/12z) captura
el crecimiento exponencial de la funciéon cerca de la singularidad, mientras que el segun-
do término exp(—mnz/12k?) proviene del ajuste modular exacto, el cual, aunque pequetio
cuando z — 0, es importante para la precision teorica.

Sustituyendo la aproximacion [2.1.4] en la expresion se obtiene una expresion
para p(n) como una suma de términos tanto aritméticos como analiticos. Al hacer dichas
evaluaciones llegaron a la siguiente representacion:

p(n) =) A(n)éi(n) (2.1.5)

y confiaban en que la igualdad se cumpliria al hacer tender N — oo, es decir, al considerar
cada vez disecciones de Farey mas finas. Los componentes de la ecuacion [2.1.5] son:

» La parte aritmética Ay (n): Una suma trigonométrica (conocida actualmente como
suma de Kloosterman) que refleja el comportamiento de oscilacion constructiva y
destructiva de las raices de la unidad

_ ;m

Ag(n) = E W pe 2T
0<m<k
(m,k)=1

3 Aqui la integral fg . ...df se entendera como la integral sobre el intervalo asociado.
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» La parte analitica ¢;(n): Una funcion que representa el crecimiento continuo,
expresada por Hardy y Ramanujan mediante derivadas de funciones exponenciales

(o hiperbolicas), donde C' = W\/g Y A=/

1 d (e
e ()
27r\/§ dn A

A partir de esta representacion Hardy y Ramanujan se enfocaron en lo que pasaba al
considera n — oo, notando que el primer termino de dominaba sobre los demas,
atrapando la contribucion del arco de mayor aportacion (donde se encuentra la singulari-
dad mas fuerte z = 1), por tanto

p(n) ~ Ai(n)é1(n)

por definicion,

de este modo p(n) ~ Ay(n)¢1(n), y por otro lado

1 d [efvn 1 1 1
¢1(n) = - <e ) = eV {— — + g} ~ OV, Q
2m/2dn \ /n 2m/2 2n%2  2n 21/2 2n
C

eV
Ann/2

simplificando con el valor de C', obtenemos la formula asintotica de la funcién particion

1 2n
p(n) ~ ym L (W\/%)

Este resultado por si solo represento un avance monumental, proporcionando una
precision numeérica asombrosa para valores grandes de n teniendo un error de alrededor
del 0.004%. al compararlo con las tablas de MacMahon y confirmando el crecimiento
exponencial de las particiones. Este resultado fue tan extraordinario para Ramanujan
que el crefa que la serie infinita obtenida al hacer N — oo en [2.1.5 representaba el
valor exacto de p(n). Sin embargo, Hardy mostré que la serie infinita resultante no es
absolutamente convergente cuando se emplea la funcion original ¢ (n). Por consiguiente, el
método elaborado produce inicamente una expansion asintotica y no una férmula exacta,
pues no es valido intercambiar el limite con la suma infinita sin un control adicional de
convergencia. Fue Hans Rademacher quien, anos més tarde, logr6 eliminar este problema y
transformar la aproximacion asintotica en una igualdad. Para conseguir esta convergencia
exacta, Rademacher tuvo que refinar tanto el contorno de integracion como la precision
de las funciones analiticas involucradas.

A diferencia de lo hecho por Hardy y Ramanujan que distinguian entre los arcos de
"mayor" y "menor" aportaciéon, Rademacher traté a todos los arcos de la diseccion de
Farey con la misma importancia. Utilizo la particion exacta del circulo (la misma que se
ilustra en la Figura para definir nuevos limites de integracion [1%}, ,,, 9} ..

~
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Sin embargo su mayor logro conceptual fue deformar el camino de integraciéon a una for-
ma aun mas detallada. En lugar de integrar sobre un circulo fijo de radio p < 1, Radema-
cher desplazo6 el contorno para que se moviera a través de los llamados Circulos de Ford.
Estas son circunferencias tangentes al circulo unitario en cada punto racional exp(2mwim/k).
Al integrar sobre esta nueva curva, pudo sumar las contribuciones de todos los arcos &,
sin despreciar ninguno, capturando asi la aportacién completa de las singularidades.

Circulos de Ford C(h, k)
Radio: r = ﬁ

Tangentes si |h1ka — hoki| =1

) 1 1 1 2 3 R
1 1

1

Figura 2.1.5: Representacion de los Circulos de Ford C(h,k) en el semiplano
superior. Cada circulo es tangente al eje real en la fraccion irreducible h/k y

tiene un radio de r = ﬁ Los colores indican el orden del denominador k: rojo

(k=1), azul (k = 2,4) y verde (k = 3,5). Dos circulos C(h1,k1) y C(he, k2)
son tangentes entre si, si y solo si, sus fracciones correspondientes son vecinas
en alguna sucesion de Farey, cumpliendo la condicion |hiky — hoki| =1

Para que la suma infinita convergiera absolutamente, Rademacher introdujo dos co-
rrecciones cruciales en la formula de ¢x(n). La primera fue incorporar el término —1/24
dentro de la raiz cuadrada, definiendo A, = \/n — 1/24. Este término surge al considerar la
ecuacion funcional exacta de la funcion 7(7), aunque su efecto numérico es despreciable pa-
ran muy grande es de importancia para la convergencia. Y lo segundo fue que al evaluar las
integrales sobre el contorno de Ford sin aproximaciones, descubri6 que estas corresponden
a representaciones integrales de las funciones de Bessel modificadas de primera especie,
denotadas como I,(z) con indice semi-entero v = 3/2.

El resultado culminante es la célebre formula exacta de Rademacher para las particio-
nes

1 o0
p(n) = 7r_\/§ ;Ak(n)\/% —

r=n
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Esta serie no solo converge al valor entero exacto de p(n), sino que lo hace con una
rapidez extraordinaria; a menudo, los primeros términos de la suma ya proporcionan el
valor entero correcto tras el redondeo. Para mas detalle sobre la prueba y el como se
construyen los circulos de Ford se guia al lector a [20] y [21].

La publicacion del articulo Asymptotic Formulae in Combinatory Analysis en 1918
marco el climax de la colaboraciéon Hardy-Ramanujan y un punto de inflexién en la ma-
tematica del siglo XX. La comunidad matematica recibié el trabajo con asombro; no
solo habian resuelto un problema clasico de combinatoria, sino que habian forjado una
herramienta analitica de potencia aun desconocida.

Ese mismo ano, 1918, fue prolifico para Ramanujan a pesar de su salud en deterioro.
Descubri6 propiedades aritméticas profundas de la funcién de particion con ayuda de las
tablas de MacMahon, conocidas como las congruencias de Ramanujan:

p(bm +4) =0 (mod5), p(Tm+5) =0 (mod7)

Estas identidades revelaron que p(n), lejos de ser una mera funciéon de crecimiento
exponencial, poseia una estructura interna modular fuerte.

En 1919, con la guerra terminada pero su salud quebrantada, Ramanujan regreso a la
India. Lejos de la atmosfera académica de Cambridge, continué produciendo matematicas
de primer nivel en su lecho de muerte, escribiendo su ultima carta a Hardy en enero de
1920 sobre las misteriosas “funciones theta falsas” (mock theta functions). Srinivasa Ra-
manujan fallecié el 26 de abril de 1920, a la edad de 32 afos.

La muerte de Ramanujan dejé a Hardy con la tarea de editar y publicar sus trabajos
restantes, labor que cimento la leyenda del genio Ramanujan. Sin embargo, la herramienta
e ideas que habian creado juntos no murieron con él.

J. E. Littlewood, el colaborador de toda la vida de Hardy, junto con otros mateméticos
de alto nivel como G. N. Watson y L. J. Mordell, retomaron el método desarrollado para
la funcion particién. Comprendieron que la técnica de diseccién de Farey y el analisis de
singularidades no se limitaba a las particiones, sino que podia adaptarse para atacar los
problemas aditivos aun mas generales de la teoria de ntimeros. A esta técnica de considerar
el circulo unitario y diseccionar en las partes de mayor y menor aportacion, se le conocio
entonces como el Método del Circulo.

2.2. Hardy y Littlewood

La prematura muerte de Ramanujan en 1920 marc6 el fin de una era prolifica en
Cambridge, pero no el fin del método que habian desarrollado. Hardy, ahora sin su com-
paniero Ramanujan, se volco hacia su colaborador més antiguo y constante: John Edensor
Littlewood.

Littlewood, era un analista de potencia formidable y experto en desigualdades y teoria
de funciones, posefa el rigor técnico necesario para transformar la brillante pero especifi-
ca maquinaria disenada para las particiones en una herramienta universal para la teoria
aditiva de niimeros. Juntos, emprendieron la monumental tarea de aplicar el Método del
Circulo al Problema de Waring y a la Conjetura de Goldbach, en una célebre serie de
articulos titulados Some problems of Partitio Numerorum publicados entre 1920 y
1928 [22].
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Hardy y Littlewood comprendieron que la estructura logica utilizada para p(n) po-
dia abstraerse para tratar cualquier problema aditivo. Pues la idea principal del método
desarrollado consiste en trabajar con la funcion generadora del numero de particiones
como una funciéon analitica en el plano complejo, en ese sentido, podriamos aplicar el
mismo anélisis si consideramos la funcién generadora del numero de representaciones u
particiones de un entero n como suma de elementos de un conjunto A, que es justo lo
que desarrollamos en todo nuestro capitulo anterior. Para poder generalizar este método
necesitamos nuevamente, dejar de considerar a las funciones generadoras como series for-
males y verlas como funciones en variable compleja.

Sea A C Z* infinito. La funcion de representacion de A, f4(z) es analitica en D.

Demostracion. Tenemos que

fA( ZZ _Z 5A

a€A

de modo que

3=

limsup |d4(n)|" =1

n—oo

por tanto por el criterio de D Lambert la serie converge absolutamente con radio de
convergencia 1, ademas por ser serie de potencias la convergencia sera uniforme en sub-
conjuntos compactos del disco y por tanto sera analitica para |z| < 1. O

De esta manera para cada k € ZT la funcion f%(z) sera analitica en D y dada la con-
vergencia absoluta, el resultado del [Teorema 1.2.1]|sera valido, de tal forma la funciones
generadoras

o0

Ry a(z Z Tha(n)2" = fi(z) v Ra(z2) :Z ra(n)e" = 1 fAJEjzz)

seran analiticas en . A excepcion de R4(z) la cual tendra una singularidad cuando
fa(z) = 1, pero retomaremos este gran detalle mas adelante.

Para el caso de particiones podemos proseguir de forma similar a la [Proposicion

2.1.1} notando que para ay = —d4(k)z" se obtiene que
pa(z) =[]0 -2 H1—5A 2*)
acA k=1

es analitica en D, y por tanto la funcién generadora

S T ()

n=0 a€A

es una funcion analitica en . Sin embargo, la funcién generadora de particiones en k
partes sera un trabajo mas elaborado. Para justificar la analiticidad procederemos de
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manera analoga, pero utilizando herramientas de variable compleja para coeficientes de
series de potencias. Teniendo la funciéon generadora bivariada

Fen=]1] (1 —ltza)

acA

Fijemos un zo € D arbitrario. Dado que A C Z*, tenemos que |zJ| < |z0| < 1 para
todo a € A. Consideremos la funcion ¢(t) = F(zp,t) como una funcion de la variable
compleja t.

Las posibles singularidades de este producto infinito ocurren cuando los denominadores
se anulan, es decir, cuando 1 —tz§ = 0, lo que implicat = z;*. Dado que |z| < 1, se sigue
que [t| = |z0|7* > 1. Esto garantiza que, para un z fijo en el disco unitario, la funcion
t — F(z,t) es analitica en un disco abierto que contiene al disco unitario cerrado del
plano t (es decir, [t| < 1).

Debido a la analiticidad respecto a t, podemos usar la formula integral de Cauchy para
los coeficientes de la serie de Taylor. El coeficiente k-ésimo, admitird entonces la siguiente

representacion integral
1 F(z,t)
tNF(z,t) = — | — 2 dt

donde 7 es, por ejemplo, el circulo unitario |t| = 1 recorrido en sentido positivo. Ahora
bien, consideremos el integrando H(z,t) = t~**VF(z,t), para concluir que [t*]F(z,t)
es analitica, invocamos el siguiente resultado clasico sobre integrales dependientes de un
parametro (ver [23])

Teorema 2.2.1

Si una funciéon H(z,t) es continua en ¢ a lo largo de un contorno ~ y es analitica
respecto a z en una regiéon D para cada t € 7, entonces la funciéon definida por

I(2) :/H(z,t)dt

es analitica en D.

En nuestro caso
» El camino de integracion v es compacto y fijo (independiente de z).

» Para cada t € 7 fijo, el factor (1 — ¢2%)~! es analitico respecto a z en D, pues el
denominador 1 — £z no se anula (ya que |z| < 1y [¢| =1 implican |tz%| < 1).

= Como se discutio en las proposiciones anteriores para productos infinitos, la con-
vergencia uniforme sobre compactos de los factores implica que el producto infinito
F(z,t) es una funcion analitica de z en D.

Concluyendo entonces que la funcion definida, [t*]F(z,t) es analitica en D. Y dada la
convergencia absoluta y uniforme, lo hecho en el [I'eorema 1.3.1]es valido, por lo que la
funcion generadora de particiones en k partes

Pk7A(Z) :Z pk,A(n)Zn = [tk]H (1 jza)

a€A

29



EL METODO DEL CIRCULO HARDY Y LITLEWOOD

es analitica en D.

Una vez teniendo a nuestras funciones Ry 4(2), Ra(2), Pr.a(z) y Pa(2), vistas como
funciones analiticas. la formula integral de Cauchy nos garantiza que dado un contorno
circular v centrado en el origen con radio p < 1:

1 P A A 1 PA Z
Pra(n) = _/ zn—‘,-(l )dz, Pa(n) = / anr1> dz
2. v

2 T o

y usando y[1.2.2,

ral) = g [ B8 e, vy = & [ D e

" 2mi o ZO " 2mi 1 — fa(2))

Esta idea de generalizacion del método aplicado por Hardy y Ramanujan fue lo que
motivo a Hardy y Littlewood a intentar atacar otros problemas aditivos que tenian anos
escapando de los métodos convencionales. Uno de ellos fue el llamado Problema de Wa-
ring.

Hacia el ano 1621 Claude Gaspard Bachet de Méziriac en su traduccion de la Arith-
metica de Diofanto, conjeturdé que todo entero positivo era suma de cuatro cuadrados,
esta conjetura se cree que fue por mera heuristica al comprobar que “parecia” que 4 eran
suficientes, sin embargo, nadie lo pudo probar en su época.

Pierre de Fermat afirm6 haber probado la conjetura. En una carta a Marin Mersenne
(1636) y posteriormente en sus notas sobre la obra de Diofanto, Fermat asegur6 tener
una demostracion usando su método del descenso infinito. Pero como era usual, no existe
registro escrito de dicha prueba. Por lo que el problema permaneci6é abierto.

Sin lugar a dudas la figura mas central en atacar el problema de la suma de cuadrados
fue Leonhard Euler, quien construyo casi toda la teoria necesaria para la prueba, aunque
no logré6 su objetivo durante 40 anios. En 1751 Fuler prob6 rigurosamente que 3 cuadrados
no eran suficientes pues, por ejemplo, probo que los nimeros de la forma 8n + 7 no
podian escribirse como suma de tres cuadrados. Entre los distintos intentos de abordar el
problema, Euler descubri6 una identidad algebraica que muestra que el producto de dos
sumas de cuatro cuadrados es, a su vez, una suma de cuatro cuadrados.

(a2+62+02+d2)(w2+x2+y2+22):A2+BQ+CQ+D2

con lo que redujo drasticamente el problema, pues bastaba probar que si todo ntimero
primo es suma de 4 cuadrados, entonces la identidad de Euler garantiza que cualquier
entero (producto de primos) también lo es. Con este gran paso Euler intent6 probar que
todo primo p es suma de 4 cuadrados usando descenso infinito, pero no pudo demostrar
un paso fundamental.

En anos posteriores el problema de la suma de cuadrados se extendié hacia potencias

mayores, en 1770 Edward Waring, generaliza la vieja conjetura de Bachet (que llevaba 150
anos abierta) en su obra Meditationes Algebraicae, afirmo (sin demostracion) lo siguiente;
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Todo nimero entero es un cubo o la suma de dos, tres, ..., nueve cubos;
todo entero es también el cuadrado de un cuadrado o la suma de dos,
tres, ..., diecinueve de tales nimeros, y asi sucesivamente.

Afirmando entonces que todo entero positivo era suma de 9 cubos y de 16 potencias
cuartas. Como paso con Bachet, la cantidad de sumandos fueron sobre todo ejemplos
numéricos, donde dicha cantidad parecian ser suficientes. Debido a la antigiiedad del
problema y el gran interés por parte de las grandes mentes de la época a esta conjetura
se le conoce hoy en dia como Problema de Waring, su formulacién en notacion actual
seria la siguiente: Para cada entero k > 2, se busca determinar si existe un minimo entero
positivo s tal que todo n € Z>( pueda expresarse como:

n:x’f+x’§+~~+x’§

con x; € Z>p. Es decir, ;Cuantos sumandos se necesitan para que todo numero se pue-
de ver como la suma de potencias k-esimas? Al numero s necesario se le denota como
g(k). Con los avances de Euler se prueba que g(2) > 4, y se conjeturaba que ¢(3) =9y
g(4) = 16.

Aqui es importante hacer una distincion, el problema de Waring hace alusién a la
representabilidad de un entero como suma de potencias k-ésimas permitiendo el uso del
cero, es decir, considerando sumandos en Zs(. Esta precision no es meramente formal,
pues influye cuando se fija el nimero de sumandos. Por ejemplo, el entero 1 puede escri-
birse como suma de cuatro cuadrados si se admite el cero, ya que 1 = 12 + 0% + 0% + 02,
mientras que no es posible expresarlo como suma de cuatro cuadrados positivos, dado que
el menor valor que puede tomar una suma de cuatro cuadrados positivos es 4. De igual
forma, el entero 7 no puede representarse como suma de tres cuadrados, aun permitiendo
ceros (pues es de la forma 8n + 7); sin embargo, si admite una representacion como suma
de cuatro cuadrados, por ejemplo 7 = 224124124 12. Estos ejemplos nos dan a notar que
la inclusiéon de 0Famplia la clase de enteros representables con un ntimero fijo de potencias,
distincion que debe tenerse presente en la formulacion del problema, aunque no altera su
comportamiento asintotico para enteros suficientemente grandes.

Continuando, no tardo mucho en que se lograra un primer avance en este tipo de
cuestiones, pues ese mismo ano de la formulacién del problema de Waring, Lagrange
pudo probar que efectivamente, g(2) = 4. Su demostracion en Nowveauzr Mémoires de
l’Académie Royale des Sciences et Belles-Lettres de Berlin se titula "Démonstration d’un
théoréeme d’arithmétique", la cual consiste en una prueba por descenso infinito, Lagrange
tomo las herramientas desarrolladas por Euler (especialmente la identidad y las propieda-
des de congruencias) y logro probar el lema que le faltaba a Euler. Curiosamente, tres anos
después de la prueba de Lagrange, Fuler public6 una demostraciéon mucho mas simple y
directa del teorema, basandose en las ideas de Lagrange pero simplificando el argumento
del descenso. Esta es la version que a menudo se ensena hoy en dia. Mas aun dados sus
propios trabajos y observaciones, Euler conjeturo que

1 Pk7A(Z> 1 PA(Z)
pk,A(n) - _/ ontl dZ’ pA(n) = _/ on+l dz
Y Y
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g(k) = 2° + {(;)kJ -2

esta afirmacion surge de intentar representar el nimero n = 2 . L(3/2)kJ — 1. Como este

niamero es menor que 3%, solo puede formarse usando sumas de 1% y 2¥. Y mediante un
argumento de conteo se llega a que se necesitan al menos esa cantidad de sumandos, por

lo que
g(k) > 2F + Kg)kJ -2

entonces la conjetura de Fuler era que la desigualdad, de hecho, era exacta para k& > 2:

g(k) = 2"+ {(;)kJ -2

Sin embargo no habia pruebas de casos particulares para verificarlo. Se ha verificado
que la formula es exacta para valores pequenios de k. Por ejemplo, para k = 3, ¢(3) = 9;
para k = 4, g(4) = 19; y para k = 5, g(5) = 37. Todos estos coinciden con la formula
de Euler. Historicamente, se ha avanzado significativamente en la verificacion de esta
conjetura. En 1936, Dickson y Pillai demostraron que la igualdad se mantiene para todo
k > 7, siempre que se cumpla la condicién

2(3/2)+ [(3/2)") < 2°

y unos anos después en 1957 Kurt Mahler utilizo el teorema de Roth para demostrar
que solo existe un nimero finito de valores de k para los cuales la condicién podria fallar.
Aunque no se ha encontrado ningtin contraejemplo y se ha verificado computacionalmente
para una vasta cantidad de valores (confirmando, por ejemplo, que g(5) = 37), la prueba
de que esta condicion se cumple para todo k sigue siendo un problema abierto, estrecha-
mente relacionado con la distribucion de las partes fraccionarias de las potencias de 3/2

El avance hacia el problema de Waring fue lento, pues no hubo avances significativos
en los proximos 100 anos después de su formulacion en 1770. Los matematicos intentaron
generalizar el éxito de Euler y Lagrange mediante identidades algebraicas. La idea era
encontrar una identidad que expresara una potencia o un miltiplo de una potencia como
suma de potencias menores. En ese sentido, hacia 1859, Liouville logré probar la existencia
de g(4) aunque con una cota lejana al valor conjeturado por Waring (¢g(4) = 19). Liouville
utilizoé una identidad basada en el hecho de que

6(x] + 25 + a5 + z3)°

puede expandirse en términos de cuartas potencias. A través del descenso infinito, probo
que
g(4) <53

Esta cota fue mejorada con el tiempo por otros mateméticos mediante métodos ele-
mentales, el valor exacto de 19 permanecié sin prueba hasta hace unos anos en 1986 por
R. Balasubramanian, F. Dress, y J.-M. Deshouillers.
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A principios del siglo XX, se sabia que ¢(3) existia, fue en 1909 cuando Wieferich
publico una prueba de que ¢(3) = 9, sin embargo la prueba contenia un error en un
caso particular, el cual fue corregido por A.J. Kempner en 1912. Ese mismo ano (1909)
Landau probo un equivalente al problema, demostré que para enteros suficientemente
grandes, bastaban 8 cubos, es decir, existia un N entero positivo, tal que todo n > N se
podia ver como suma de 8 cubos, este resultado nos dice que si nos vamos a niimeros mas
grandes, nos seran suficientes 8 cubos en vez de 9.

Hasta 1909 ya se tenian pruebas particulares de existencia del problema de Waring
para k = 2,3, 4, sin embargo no se sabia si g(k) existia para todo k. David Hilbert resolvio
el problema existencial general en 1909. Hilbert probo que existen racionales positivos r;
y enteros a;; tales que:

M
(@F + -+l ZZ ri(aye + - )
j=1

A partir de identidades de este tipo, utilizo argumentos de convexidad y de geome-
tria de nimeros para demostrar que g(k) < oo. La prueba de Hilbert, en principio, era
constructiva, pero las cotas para g(k) eran de inmensa magnitud, por lo cual inttiles para
hallar el valor exacto.

El terreno que tenfan Hardy y Littlewood era nulo, pues para 1920 los avances en el
problema de Waring eran la existencia general, los valores exactos para k = 2,3 y para
k = 4 la cota dada por Liouville. Por lo que adentrarse en querer atacar el problema de
Waring mediante el método del circulo era sin duda una tarea atrevida y revolucionaria,
entonces ;Como abordaron el problema de Waring?

Hardy y Littlewood consideraron el conjunto
= {mk tm e Zzo}

de modo que el nimero de representaciones de n como suma de s potencias k-ésimas
es 7s.4,(n). A primera vista, esto contrasta con la convencion del Capitulo 1, donde los
conjuntos A estan contenidos en Z* y no incluyen el 0. Esta inclusion del cero altera el
conteo de soluciones, pues permite sumandos nulos. Para establecer la relaciéon exacta,
definamos el conjunto de potencias positivas como:

= A\ {0}
entonces la funcién de representacion correspondiente satisface
fAk<Z) =1+ fAkJr(Z>
y al elevar a la potencia s, y aplicando el Teorema del Binomio, obtenemos

= (1+00) =3 () 7@

§=0
Observamos que para n > 1, el término constantej = 0 no aporta al coeficiente de z".
Por lo tanto, comparando los coeficientes de 2™ a ambos lados, llegamos a la identidad:

o) = 3 () rap o = 1l +Z( )raztn

J=1

63



EL METODO DEL CIRCULO HARDY Y LITLEWOOD

Asi, la funcion de representacion considerando el cero, 7 4, (n), engloba a la funcién sin el
Cero 1, 4+ (n) (correspondiente al término j = s) més una contribucion de representaciones
que utilizan menos de s sumandos positivos.

En todo lo siguiente, trabajaremos con el conjunto A, (admitiendo el cero) por dos
razones fundamentales: la primera es que la funcién generadora del numero de represen-
taciones permanece sin cambios siendo fjk(z) y la segunda para mantener la fidelidad
historica al desarrollo original de Hardy y Littlewood.

Con esto aclarado, la formula integral de Cauchy nos garantiza que

1 [ f3(2)
Ts,Ak(n):% ., Zs_i_l

dz

escribiendo e(a) := exp(2mia) y usando la parametrizacion del contorno,

Foay(n) = p" / fau(pe(@))*e(—na)da

Pero, ;Qué relacion existe entre los valores de 75 4, (n) y la funcion g(k)? La conexion
conceptual es inmediata: por definicion, g(k) es el menor entero s tal que todo nimero
natural puede escribirse como suma de s potencias k-ésimas. Por lo tanto, si se demostrara
que

rs.4,(n) >0 para todo n > 1

entonces necesariamente g(k) < s.

Sin embargo, en la practica analitica (y también en otros problemas aditivos) esta
situacion es critica. Frecuentemente ocurre que, para un conjunto cualquiera A C Z*, la
funcion de representacion rs 4(n) puede anularse para algunos valores pequefios de n, aun
cuando para todos los niimeros lo suficientemente grandes se tenga la desigualdad

rea(n) >0  paratodon> N

Un ejemplo ilustrativo es considerar el conjunto de impares .7 del capitulo anterior,
donde probamos que

n

n n—1
ro.w(n) = 552 (2> Yy 73,0(n) = Tw-1/,0z < 5 )

Donde, por ejemplo, para n par ry,(n) = 0, siendo nulo, de hecho, en una infinidad,
mientras que para n impar, 73 ,(n) > 0 para n > 3. Este tipo de fenomenos, la falta
de representaciones para algunos n pequenos pero existencia de representaciones para
n > N, es tipico en la teorfa aditiva y anticipa la necesidad de distinguir dos problemas:
el “problema exacto” y el “problema asint6tico”.

Aplicado al problema de Waring, si se mostrara que existe un N tal que

rs.a,(n) >0 para todo n > N

no implicaria que g(k) = s, pues podria existir un nimero pequeno que requiera mas de
s potencias k-ésimas. Lo que si garantiza es que todo entero suficientemente grande es
suma de s potencias k-ésimas. Por esta razon se introduce la funcion G(k), definida como
el menor entero s tal que 75 4,(n) > 0 para todo n suficientemente grande.
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Historicamente, esta distincion aparecié de manera natural al observar los limites de los
métodos puramente algebraicos del siglo XIX. Pues como habiamos mencionado en 1909,
Landau en un trabajo precursor del método del circulo, demostré que la representacion
por siete cubos posee densidad uno: casi todos los enteros pueden escribirse como suma de
siete cubos. Como consecuencia inmediata, prob6 que todo entero suficientemente grande
es suma de ocho cubos, por lo que G(3) < 8 aunque su resultado era puramente asintotico:
no proporcionaba un umbral explicito para el “suficientemente grande”.

A pesar del resultado de Landau, valor exacto g(3) = 9 (validez para todos los enteros)
dependia atin de técnicas mas finas y correcciones posteriores. Este contraste entre g(k)
y G(k) reflejaba precisamente las limitaciones de los métodos clésicos.

Con esta perspectiva, puede verse que la maquinaria desarrollada por Hardy y Little-
wood no apunta directamente a determinar g(k), sino a establecer formulas asintoticas
parars 4, (n) y, con ello, valores precisos de G(k). El método del circulo permite dar una es-
timacion explicita de 7, 4, (n), lo cual conduce naturalmente a demostrar que r; 4, (n) > 0
para todo n suficientemente grande. En otras palabras, la teoria analitica trabaja de ma-
nera inherente en el régimen asintotico y, por ello, su impacto més directo se refleja en la
determinacion de G(k).

Al igual que en el caso de las particiones, Hardy y Littlewood empezaron analizando
el comportamiento de
fa,(2)

Zn+1

en el circulo de integraciéon con p — 1. Podemos notar que la singularidad en z =0 y la
potencia s no afectaran en un primer analisis asintotico, es por ello que el interés se vuelca
en estudiar el comportamiento de la funcion f4, (z) al igual que hicimos con la funciéon
generadora de particiones P(z). Sin embargo, podemos notar que sera un caso totalmente
distinto, pues la estructura de producto de P(z) presenta singularidades en las raices de la
unidad y que, por ello, la transformacion modular de la funcién eta permite explotar esas
singularidades para obtener la estimacion asintotica de p(n). Cosa contraria en el caso de
la funcion f4,(2). A simple vista, el contorno critico sigue siendo el circulo unidad |z| =1
pues el radio de convergencia es 1. No obstante, la naturaleza de los “puntos singulares”
cambia radicalmente. Para entender esto, seremos mas especificos con la funcién a estudiar
en este caso, dada la parametrizacion, nos interesa ver el comportamiento de

[e.e]

Fanlpe(@)) =3~ (pe(a)™ =" p™e (am")

m=0

para « € [0,1]. Una forma de interpretar esta suma es imaginar a cada termino como un
vector unitario en el plano complejo escalado por un factor de pmk y estudiar como se
suman o cancelan dichos vectores. Para ello podemos ver que todo dependera del valor
de «, pues si consideramos

{e (Ozmk) 'm € Zzo}

este conjunto sera finito si o es un numero racional.

Proposicion 2.2.1

Sea o € Q tal que « = 9/qg con a € Z,q € ZT y (a,q) = 1. El conjunto
{e (amk) 'm € Zzo} es es un conjunto finito formado por raices g-ésimas de la
unidad.
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Demostracion. Recordemos que la funcion e(z) = exp(2mix) es periddica con “periodo 17,
es decir, e(z) = e(z + n) para cualquier entero n. Por lo tanto, el valor de ¢,, := e (am*)
depende tinicamente de la clase de congruencia del argumento médulo 1. Consideremos

el exponente

amk

q

sabemos que para todo m € Zs( existe un unico residuo r,, € {0,1,...,¢ — 1} tal que
m = r,, (mdéd q). Dadas las propiedades de las congruencias, esto implica que

am® = arf  (méd q)

Entonces podemos escribir el numerador como am* = h - ¢ + R,,, donde R,, es el
residuo de ar® modulo ¢. Sustituyendo obtenemos que

e (258) o () ()

Dado que R,, solo puede tomar valores en el conjunto finito {0, 1, ...,¢—1}, concluimos
que la sucesion { ¢, bm>o0 solo toma un conjunto finito de puntos sobre la circunferencia
unitaria, especificamente un subconjunto de las raices ¢g-ésimas de la unidad. O]

Este resultado tiene una consecuencia geométrica inmediata en la magnitud de la suma
Fap(pe(a).

Cuando « es racional (o« = 2), la sucesion de vectores unitarios e(an®) es periodica con

q
periodo ¢. A diferencia de lo que ocurriria con una suma sobre todos los enteros (donde los
vectores suelen anularse por simetria), en el caso de las potencias k-ésimas, los residuos de
n* (mod ¢) no se distribuyen uniformemente en las clases de residuos. Los valores tienden
a concentrarse en ciertos residuos (los residuos k-ésimos) y a evitar otros.

Por el contrario, si « es irracional (o racional con denominador muy grande), el com-
portamiento es radicalmente distinto. Geométricamente, los vectores unitarios e(an”) re-
corren densamente el circulo unitario sin presentar periodicidad a corto plazo. Al sumar
estos vectores, sus direcciones varian de forma "caotica", apuntando en todas direcciones.
Esto da lugar a una interferencia destructiva: los vectores tienden a anularse mutuamente,
y aunque la serie diverge, la magnitud resultante crece mucho mas lentamente que en el
caso racional.

Todo el anélisis anterior nos intuye que las partes donde la funciéon crece mas rapido
sera en vecindades muy cercadas a fracciones reducidas, y es justo esto sera la clave
del porque no nos sera ttil utilizar la diseccion de Farey directamente como en el caso de
particiones, aunque en un primer momento pareceria lo obvio. Esta ineficacia vendra dada
por el tamano de cada arco en la disecciéon de Farey, pues dada una fracciéon reducida %
el intervalo asociado con sus vecinos, en algunos casos puede cubrir mucho espacio en el
circulo unitario, siendo que dentro de un intervalo de Farey completo, solo una pequena
vecindad de contribuye significativamente mientras la deméas no tiene gran magnitud.

Si intentaramos integrar sobre la disecciéon de Farey estariamos integrando regiones
donde; la suma exponencial es pequena pero el intervalo es largo, esto provocaria que ha-
ya términos de error grandes y se destruya el balance principal/error. En otras palabras, la
diseccion de Farey es demasiado grande para capturar el comportamiento analitico
en el problema de Waring. Por ello, Hardy y Littlewood utilizaron la disecciéon de Farey

como gufa estructural, pero definieron arcos mas pequenios, centrados en g, adecuados.
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Consideremos la diseccion de Farey de orden N para cada % € Fy tendremos los arcos

asociados por los intervalos centrados en %:

a1 +a CL+CL2:|

Ma,q:|: )
@1 +q q+q

donde %, Z—; son los respectivos vecinos izquierdo y derecho en Fy. Entonces definiremos
a los Arcos Mayores como los subintervalos

My = {oz €[0,1] :

a
O‘_E <14

donde 7, sera suficientemente pequeno tal que M, , C M, ,. Para discernir cual tamano
sera suficiente recordemos los resultados que vimos en la seccién anterior sobre la secuencia
de Farey. Tendremos que el “radio” de nuestro intervalo M, , sera:

atay a  qay—qa 1

i+ ¢ da+a) 9dq+aq)

y dado que N < ¢+ g2 < 2N, entonces el radio del intervalo estara entre QqLN y qLN. Por

conveniencia (y simetria), Hardy y Littlewood tomaron 7, = qLN, garantizando asi tres
cosas a la vez:

1. Los arcos mayores son no vacios (% € Meyy)-

2. Estan contenidos en los intervalos de Farey (9, , C M,,).
3. Son disjuntos salvo, eventualmente, en extremos.

Con ello podemos dar una definiciéon formal. Esta definicion, salvo constantes intrascen-
dentes, coincide con la definicion original introducida por Hardy y Littlewood en su estudio
del problema de Waring

Definicion 2.2.1 Arcos Mayores (Problema de Waring)

Para cada % € Fu, se define el arco mayor asociado como

Mg = {a €[0,1]:

Al conjunto de arcos mayores lo denotamos por:

M = U M, .,
1<q<N
(a7Q):1

Algo inmediato a notar es que, a diferencia de la diseccién de Farey, estos intervalos
por construccion no forman una particion del intervalo [0, 1], pues hay huecos entre ellos.
Dichos espacios seran justamente los lugares donde el orden de crecimiento de la funciéon
generadora sera menor y es por ello que le denominaremos Arcos Menores.
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Definicién 2.2.2 Arcos Menores (Problema de Waring)

Se definen a los arcos menores como:

m=[0,1]\ M

En conclusion los arcos mayores son el conjunto de a €[0,1] tales que tienen una
aproximacién racional con denominador pequeno suficientemente buena, mientras
que los arcos menores seran aquellos que no la tienen.

La formalizacion de esta distincion entre arcos mayores y menores constituyé la mo-
dificacién crucial de Hardy y Littlewood respecto al enfoque utilizado en particiones,
estableciendo asi el desarrollo estandar del Método del Circulo. A diferencia de la parti-
cion usada en particiones, esta nueva estrategia selecciona geométricamente las regiones de
contribucion dominante. El siguiente grafico muestra este refinamiento sobre la diseccion
de Farey clésica:

M 4

Fa

Mo,

M 4

e(3)

My

Ms 4

Figura 2.2.1: Representacion geométrica de la diseccion de Farey de orden
N =4, F, = %, %, %, %, %, %,% sobre el circulo unitarto. Los sectores verdes
representan la diseccion de Farey Mg 4, los cuales cubren la totalidad de la
circunferencia, cada arco de la diseccion esta separado por las lineas rojas.

Superpuestos en azul oscuro se muestran los Arcos Mayores M, 4, centrados
1

< N - Las

regiones verdes no cubiertas por los arcos azules ilustran los arcos menores. La

figura pone de manifiesto la contencion natural My, C M, q. El tamano de los
arcos mayores se ha escalado graficamente para fines ilustrativos.

en las raices de la unidad e(a/q) y definidos por la condz’cio’n)a -4

Gracias a esta separacion Hardy y Littlewood analizaron la integral en cada arco.
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Se toma la diseccion de Farey de orden N suficientemente grande (Hardy y Littlewood
usaron N =< n), por lo que

o) = 7" [ fapela))e(—na)da
=p /fAk pe(a))’e(—na)da + p~ /fAk(pe( ))’e(—na)da

Antes de proceder, es pertinente hacer una aclaraciéon notacional. Si bien Hardy y
Littlewood no introdujeron explicitamente en sus primeros trabajos la nomenclatura com-
pacta que utilizaremos, su analisis conduce de manera natural a esta descomposicion. Es
por esto que en lo siguiente, adoptaremos la notacion moderna estandar por razones de
claridad, manteniendo intacto el argumento original.

Para los arcos mayores, la integral explicitamente se desarrolla como

o /m aclpe@)e(=na)da = p 30 | o, (pe(a))e(=na)da
(igﬂ "

Como ya discutimos los arcos mayores nos determinaran segmentos donde la contri-
bucién de la funciéon generadora es mayor, es por ello que se aprovecha la estructura de
estos arcos para poder dar aproximaciones buenas para el integrando. Notemos que para
cada a € M, 4 existird [f| < -5 tal que

a
a=—-+p
q

con ello la suma exponencial se reescribe como
Fulpe(e) =3 e o) =3 7 (St ) e (5
m=0

ademas, dado que p — 1~ (con una eleccion estratégica del radio p = e~'/") podemos
aproximar dicha suma exponencial por una suma finita, dependiente de un valor X (donde
X = n%), esta aproximacion es valida porque la contribuciéon de los términos con m > X
es despreciable (o absorbida por el error) debido al decaimiento exponencial pmk

Ta(pe(e) = Z € (gmk) e (Bm*) + error

0<m<X q

El punto clave es que la dependencia en % puede separarse de la dependencia en .
Agrupando los términos modulo ¢, Hardy y Littlewood muestran que

fau(pe(@)) = gsm, )1(8) +0(q)

donde S(q, a) es una suma de Gauss generalizada sobre el modulo ¢ definida por:

r=1
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e I(() es una integral oscilatoria que refleja la contribucion del parametro (3.

OBy " o(Bayd

El termino de error es pequenio de forma uniforme en cada arco mayor, gracias a los
resultados sobre sumas exponenciales (ver Apéndice A).
Al elevar a la potencia s, obtenemos

Fa(pe(a))” = %S<aa q)*I(B)* + error

sustituyendo en la integral sobre los arcos mayores e integrar respecto a (3, se obtiene una
contribucion principal de la forma

1

o 3 S, <_%> /_f‘N I(B)*e(~nB)dp

S 1
1<g<N q 4 aN
(a,9)=1

Al tomar el limite p — 17, la contribucién principal proviene de la singularidad de la
funcion generadora en el punto z = 1. Hardy y Littlewood demostraron que el compor-
tamiento asintotico en los arcos mayores esta gobernado por el producto de un factor
aritmético y un factor analitico que depende de la funciéon Gamma.

o /m Fay (pe(@))"e(—na)dar ~ By y(n)Js(n)

donde:

= Se tiene un factor aritmeético, o denominada serie singular. La convergencia y
positividad de esta serie son cruciales para garantizar la existencia de soluciones,
dependiendo del tamano de s;

i) 3 T e (-5)

g=1 1<a<g
(a,q)=1

» ] factor analitico. Refleja la densidad de soluciones y surge de la evaluacion
asintotica de la singularidad de la funcion generadora. Hardy y Littlewood calcularon
este valor explicitamente en términos de la funciéon Gamma:

N B L1+ 1/k)®
el = = F TRy

nk!

En conclusion, el analisis sobre los arcos mayores establece la formula asintotica principal
de Hardy-Littlewood, valida siempre que el nimero de variables s sea suficientemente
grande para controlar el término de error proveniente de los arcos menores. Es por esto que
lo siguiente hecho por Hardy y Littlewood fue demostrar que la contribucion proveniente
de los arcos menores es de orden estrictamente inferior al término principal.

o [ fanlpela))e(-na)da

70



EL METODO DEL CIRCULO HARDY Y LITLEWOOD

Este paso es esencial para justificar que la formula asintotica que obtuvieron a partir de
los arcos mayores describe correctamente el comportamiento de la funcion de representa-
ciones.
Recordemos que los arcos menores se definen como el complemento de los arcos ma-
yores,
m=[0,1]\ M

y corresponden a aquellos valores de o que no admiten una aproximaciéon racional sufi-
cientemente buena con denominador pequeno.
Con ello sea o € m, por la aproximacion de Dirichlet (Lema A.0.3)), existen enteros
a,q con (a,q) =1 tales que
N
al — ¢

sin embargo, como « esta en los arcos menores, necesariamente se tiene que ¢ > (@,

pues de lo contrario « estaria contenido en algin intervalo )04 —g < i asociado a

un arco mayor. Esta observaciéon me dice que en los arcos menores, toda aproximacion
racional relevante involucra denominadores grandes y, como habiamos mencionado, las
sumas exponenciales involucradas presentaran grandes cancelaciones. El control inicial
de las sumas exponenciales en los arcos menores descansa en el Lema de Weyl (Lema]
[A.0.2), que vincula el tamanio de la suma con la calidad de la aproximacion racional de
«, proporcionando la cota (usando la estimacion finita)

Z e (@mk)

1<m<X

<

[, (pe())] < <X o=—— (2.2.1)

uniformemente para a € m. Esta es la estimacion utilizada en el trabajo original de Hardy
y Littlewood; versiones mas modernas refinan el valor de o, pero no son necesarias en el
resultado clasico.

Con lo anterior Hardy y Littlewood estimaron la contribuciéon total de los arcos me-
nores, siendo que

\p-” [ fatpeta)ye(-najda| < [ 1a(peta))f da

aplicando la desigualdad de Hélder para separar la integral en dos factores, utilizando el
exponente 2¥ y aprovechar la estimacion de

[ atpeta))da < (i‘éﬁ ™ <pe<a>>|)”k / ' an(pe(@)) da

1 k
< X620-) ( [ atetanr da)

y usando el Lema de Hua (Lema A.0.6) para estimar el valor de la segunda integral
faltante, se obtiene

/ | £a, (pe(a))]® do < X (=200=0) x 2 —hte _ xs—h=V
m

donde, V = o(s — 2%) + €. Para que la contribucioén de los arcos menores sea despreciable
frente al termino principal obtenido en los arcos mayores, cuyo orden es X*~*, es necesario
y suficiente que V > 0. Esto conduce a la condicién moderna sobre el numero de variables:

s> oF
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Es de importancia tener que realizar una aclaracion histérica y técnica respecto a la
condicién s > 2F. En la literatura clésica introductoria, es frecuente encontrar la condiciéon
mas débil (y mas exigente en niimero de variables) s > 2k(k + 1) o similares de orden
cuadratico O(k?). Esta diferencia surge de la eleccion del método de aproximacion sobre
los arcos menores.

La cota clasica (dada por Hardy y Littlewood) s > 2k(k + 1) se obtiene si, en lugar
del Lema de Hua para la potencia 2*, se utilizan estimaciones mas elementales a un ex-
ponente menor (como la potencia 2k), cargando asi todo el peso de la demostracion en la
desigualdad de Weyl. Al depender exclusivamente de la cota del supremo, se desperdicia
la informacién sobre la cancelaciéon promedio, requiriendo un nimero innecesariamente
alto de variables para compensarlo. La cota moderna s > 2*, presentada aqui, es sig-
nificativamente mas eficiente para valores pequenos de k (los de mayor interés historico
como k = 3,4). Al emplear el exponente 2* el Lema de Hua captura la estructura global
de la integral, permitiendo relajar la cantidad de variables. Sin embargo, en tiempos ac-
tuales, las técnicas desarrolladas por Ivan Vinogradov superan a ambas aproximaciones,
reduciendo la exigencia a s ~ klogk. Aun asi, en el contexto de lo realizado por Hardy
y Littlewood, la condicién derivada mediante el Lema de Hua representa "lo que es sufi-
ciente".

Con la hipotesis impuesta de s > 2% (0 s > 2k(k + 1) originalmente), la integral sobre
los arcos menores satisface (cuando n — 00)

/fAk pe(a))ie(—na)da = o( X57F)
con ello, se concluye que para s suficientemente grande la contribucién principal a
1
rs,a,(n) = P_n/ fa, (pe(@))’e(—na)da
0

proviene exclusivamente de los arcos mayores. En consecuencia, se obtiene la formula
asintotica de Hardy-Littlewood

75,4, (M) ~ & (n) Tk s(N)

Remplazando el valor Ji s(n), se da asi con la formula asintética mas reconocida

I+ 4)°

rs.a.(n) ~ Wn%‘leik,s(n) (2.2.2)

k

La formula asintética [2.2.2 como mencionamos en un inicio, permite extraer conse-
cuencias inmediatas al problema de Waring. Hardy y Littlewood probaron existe una
constante C' > 0 tal que la serie singular Sy s(n) > C para todo n, siempre que se satisfa-
gan condiciones de congruencia (lo cual queda garantizado si s > 4k). Dado que el factor
n&~! tiende a infinito para s > k, se deduce que

7s.4,(n) — oo cuandon — 0o

En particular esto nos dice que existe un N > 0 tal que 5 4, (n) > 0 para todo n > N.
Por definicion de G(k), esto implica la cota inferior

G(k) <s
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Para poder notar el poder de este resultado examinemos lo que nos dice sobre la
distribucion de representaciones para los casos clasicos antes del desarrollo de Hardy y
Littlewood.

Como se discutio en la introduccion historica del problema de Waring, se conocia que
g(3) = 9 (Wieferich, 1909) y que G(3) < 8 (Landau, 1909). Veamos lo que predice la
formula asintética bajo la condicién moderna de suficiencia s > 2F.

Para k = 3, la condiciéon s > 23 = 8 sugiere tomar s = 9. Sustituyendo estos valores
en la formula asintotica, obtenemos que el numero de formas de escribir un entero grande
como suma de 9 cubos crece como:

T A4(N) ~ n3 1B, o(n) = anQSg,,g(n)

por lo que el numero de representaciones crece de forma cuadratica. Y dado que B34(n)
es una funciéon acotada inferiormente por una constante positiva, tenemos la certeza de
que 79 4,(n) — 0o, por lo que se concluye que G(3) < 9. Sin embargo, refinamientos pos-
teriores al método del circulo (usando sumas de Vinogradov) permiten reducir el numero
de variable necesarias para el problema asintotico hasta s = 7 (G(3) < 7), lo cual es
consistente con el resultado de Landau de que 8 cubos son suficientes para todo n grande.

Para el caso de potencias cuartas el constraste es aun mayor. Sabemos por el trabajo
de Lioville que g(4) < 53, una cota que fue mejorada paulatinamente hasta probarse que
g(4) = 19 en 1986. Nuestra condicién suficiente s > 2% = 16 nos intuye a considerar
s = 17. La formula asintotica predice que

I(
L)

)17

[ ot

17 _
T17,A4 (n) ~ n4 164,17(”) = Cn3'25®4,17(n)

garantizando que, asintoticamente, 17 cuartas potencias son mas que suficiente para
representar cualquier entero grande, es decir, G(4) < 17. Esto demuestra la eficiencia
del Método del Circulo frente a los métodos algebraicos clasicos. Mientras que Liouville
requiri6 identidades complejas para llegar a 53 variables, el anélisis de Hardy y Littlewood
muestra directamente que con aproximadamente 17 variables, el numero de soluciones no
solo existe, sino que tiende a infinito rapidamente.

En resumen, la formula asintotica de Hardy y Littlewood no solo confirma la existencia
de soluciones (resolviendo el Problema de Waring), sino que cuantifica la "abundancia" de
estas representaciones problema crucial en la combinatoria como bien habiamos mencio-
nado. Nos revela que, una vez superado el umbral de variables impuesto por la geometria
de los arcos menores, el niimero de soluciones explota polinomialmente, validando las in-
tuiciones de Euler y Lagrange desde una perspectiva puramente analitica.

Para concluir el andlisis del método de Hardy y Littlewood clasico, es importante
realizar una pausa reflexiva sobre las herramientas combinatorias elegidas. En la Secciéon
2.1 estudiamos las particiones p(n) con la formulacion original de Hardy y Ramanujan,
donde el objeto central fue la funcién generadora de particiones (con A = Z")

Pa(z) =) pa(n)z" =[x -2

acA
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Sin embargo, en esta seccion, siguiendo a Hardy y Littlewood, hemos trabajado ex-
clusivamente con la funcién generadora de representaciones (con A = Ay)

Ria(z) =3 maln)z” = f5(2), falz) = 32"

acA

. Porque se hizo esto? El paso “natural”, de acuerdo a lo hecho por Hardy y Ramanujan
en el caso de particiones de enteros, seria considerar también la funcion generadora de
particiones de potencias para el problema de Waring, sin embargo esto no fue hecho asi
por Hardy y Littlewood. Este cambio no es meramente notacional ni histérico, sino es-
tructural. El objetivo final de esta seccidon es explicar con precision por qué el Método del
Circulo moderno se formula casi exclusivamente en términos de funciones generadoras de
representaciones, y por qué el caso de las particiones constituye una excepcion profunda
pero aislada.

Dado lo hecho al inicio de esta secciéon, sabemos que las funciones generadoras para el
numero de representaciones vienen dadas por

Rya(2) :Z rra(n)z" = f5(2) vy Ra(z) :Z ra(n)z" = 1 iA;jzz)

7”1c,A(n)—L fA(Z)dZ, ra(n) = : /znﬂ(fA(Z) dz

2w ), 2t T 2mi 1— fa(z))

lo que reduce el problema analitico al estudio de una potencia finita de la funcion de
representacion

acA
Este objeto posee una estructura analitica relativamente simple: es analitica en el disco
unitario y, cuando A es suficientemente denso, presenta un comportamiento controlado
cerca de z = 1. Ademas también presentara puntos de mayor cancelaciéon en las raices de
la unidad, el analisis local de f%(2) cerca de raices de la unidad puede realizarse mediante
aproximaciones racionales y sumas exponenciales del tipo

Sa(h,q) = Ze (%)

acA

lo que encaja de manera natural con la distincion de arcos mayores y arcos menores. El
método del circulo moderno se apoya crucialmente en la posibilidad de demostrar que
la contribucién de los arcos menores es asintOticamente despreciable respecto a los ar-
cos mayores. Para funciones del tipo f%(z), esto se logra mediante estimaciones de Weyl,
Vinogradov o versiones refinadas de estos, que proporcionan cancelacion efectiva en las
sumas exponenciales asociadas. Para la funcién de particiones, este mecanismo falla de
manera fundamental.

La funcion generadora de particiones dada por

Pa(z) = H(l — 29!

a€A
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es un producto infinito, cuya estructura analitica es mucho més rigida y dificil de
controlar. Incluso en el caso clasico con A = Z*, la funcion P(z) presenta:

» Singularidades acumuladas en todas las raices de la unidad.
» Una frontera natural en el disco unitario.

v lo mas importante, puede llegar a presentar un crecimiento explosivo cerca de las
raices de la unidad. Retomando el ejemplo A = Z*, tomando z = e™*

)

e 55 a1 —e) [ gl
0

n=1

haciendo el cambio de variable u = tx, de donde dz = %, se llega a
log P(e™") 1/OO —log (1 —€e ™) du= 1/OO i eikudu
tJ th —= k
L=l [~ o1 1
tkzlk/oe " t;lﬂ 162

por lo que

6t

este crecimiento impide obtener cancelacion suficiente fuera de los arcos mayores, lo que
hace inviable una descomposicién eficaz del circulo unitario.

Este comportamiento vendra totalmente determinado por el conjunto A, pues en ge-
neral para

2
P(e™") < exp <—> ,t— 0"

Pa() = [J0 -2

acA

tomando z = e, llegamos a

log Py(e™") = Z —log (1 —e*)

a€A

podemos reescribir esta suma rigurosamente usando una integral de Riemann-Stieltjes:

log Pa(e™") = /000 —log (1 — e ") dma(x)

donde m4(x) es la funcion contadora de A definida en el capitulo 1

n<x
neA

Usando integracion por partes llegamos a

log Pa(e™") = [~ma(z)log (1 - e*m)}go + /OOO WA(m)ﬂdx

1 —et

aqui, como A C Z* infinito, ma(x) < mz+(2) = |x] y ma(x) — 0 cuando z — 07, se tiene
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log Pa(e™") = t/ ma(2) dx
0

por lo que una aproximacion asintotica dependera de que la funcion contadora 4 (x)
se comporte asintoticamente como una funcion suave y bien comportada. En el caso del
problema Waring (que en este contexto serian las particiones totales de enteros como
suma de k-esimas potencias), al considerar A = {m m € Z>0} tendremos

ma,(x Zl— Z 1:(\"/ﬂ~x%
0<nF<z 0<n< {/a

de forma que

tomando u = xt

log Py, (e N~ t_1

=
8
%
IS
| | ==
—_
Q
I

y recordando el resultado clasico, para Re(s) >

/

identificando los exponentes llegamos a que

1 1 1
lOg PAk(eit) ~ tiEF (1 + E) C (1 + E)

teniendo un crecimiento exponencial de la forma

raceen (s e )

De forma mas general si m4(x) ~ Cx® cuando x — oo (con o > 0), entonces siguiendo
el mismo procedimiento (con su debida justificacion) llegamos a que

log Pa(e™") ~ %F (a+1)¢(a+1)

Sin embargo no todos los conjuntos A tienen este comportamiento, un ejemplo bien
conocido el resultante del Teorema de los Niimeros Primos el cual afirma que

Xz

mp(x) ~
log x

esto nos hace cuestionarnos jCuando una aproximacion de m4(x) no sera suficiente? Si A

es un conjunto arbitrario, pueden ocurrir dos cosas que rompen la aproximacion:

1. Crecimiento muy rapido: Si A = {2" : n € ZT}, entonces ma(x) ~ logy(x). La
densidad decae exponencialmente. La singularidad en ¢t = 0 de la integral es mucho
méas suave (a veces ni siquiera es una singularidad del mismo tipo), por lo que la
integral "estandar" sobreestimaria el valor final..
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2. Distribucién irregular: Si A tiene grandes "huecos" seguidos de agrupamientos
densos de numeros, el limite asintotico de ma(x)/z* podria no existir (podria oscilar).
En ese caso, la suma no se comporta como la integral de una funcion suave.

El problema de poder dar una buena estimacion al crecimiento de la funcién generadora
de particiones P4(z) fue estudiado y trabajado por Giinter Meinardus en su articulo
de 1954 titulado “Asymptotische Aussagen tGber Partitionen” [24] que con la notacion de
este documento se centra en el estudio de dar estimaciones para Pa(z) mediante el uso
de series de Dirichlet, para controlar su crecimiento

Definicién 2.2.3

Sea A C Z7' infinito. Entonces se define a la serie de Dirichlet asociada al
conjunto A como;

1 (0.9}
Da(s) = ZE :Z 5’2(?) cons e C
n=1

Meinardus establecio las condiciones exactas para obtener la asintotica de Pa(e™?) a
partir de exigir condiciones técnicas rigurosas de D 4(s) sobre analiticidad y crecimiento:

1. Analiticidad y Polos: La serie D(s) converge para Re(s) > a > 0 y puede
extenderse analiticamente a una region Re(s) > —Cp (con 0 < Cp < 1). En esta

region, D4(s) debe ser analitica excepto por un polo simple en s = a con residuo
K.

2. Acotacion Vertical: Escribiendo s = o + it, existe una constante C; > 0 tal que
para o fijo y [|t| suficientemente grande en la region extendida:

[Das)] < Cuft|

Esto asegura que la funcion no crezca demasiado rapido en la direccién imaginaria,
permitiendo el control de integrales de contorno.

3. Condicién Aritmética: Esta condicion es sutil y asegura que la singularidad en
2z = « sea dominante y no existan otras singularidades de igual peso en el circulo
unitario (evitando el fenomeno de los "arcos menores" destructivos en el Método

del Circulo).

Bajo estas condiciones, Meinardus prob6 que el crecimiento asintotico es:

[ log Py(e™") ~ KT'(a)C(a+ 1)t~ ]

Mas aun, utilizando el Método del Punto de Silla, sobre la transformada de Mellin
inversa de la funcion generadora logro obtener una formula asintotica para el numero de
particiones p4(n)
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Teorema 2.2.2 (Meinardus-1937)

FEl numero de particiones pa(n) tiene la formula asintotica:

pa(n) ~ C-n"-exp (L : nﬁ)
donde

» Fl exponente principal:
1 1
L= (1 + a) [KT(a+ 1)¢(a + 1)]o+T

» Fl exponente polinomial:

DA(O)—I—%
a—+1

Kk =

» La constante multiplicativa:

1-2D 4(0)

KT (o + 1)¢(a + 1)] 2@

=

C = P40 2r(a+1)]”

Es importante notar que el calculo de las constantes C'y k requiere evaluar D4(0) y
D’,(0). En muchos casos de interés (como caracteres de Dirichlet o formas modulares), es-
tos valores son calculables, lo que hace al teorema extremadamente practico para obtener
asintoticas explicitas sin recurrir a desigualdades elementales menos precisas. El teorema
de Meinardus sigue siendo la herramienta estandar para asintoticas de particiones, aun-
que versiones mas modernas (desarrolladas por Andrew Granville y R. C. Vaughan) han
relajado algunas condiciones sobre las hipotesis de la serie de Dirichlet asociada.

El gran logro de Meinardus fue convertir al Método del Circulo en un teorema abstrac-
to reutilizable sin embargo es preciso aclarar que funciona si y solo si la serie de Dirichlet
asociada D 4(s) tiene buenas propiedades analiticas (continuaciéon analitica, polos contro-
lados y crecimiento acotado en franjas verticales), por lo que no es un teorema general
sobre cualquier conjunto A, pero si cubre varios conjuntos con densidad regular, como
los enteros Z*, progresiones aritméticas, potencias k-ésimas (n*) o ntimeros primos. Y
se mantiene al margen de conjuntos mas “irregulares” como el ejemplo ya dado donde
A = {2" : n € Z*}, pues en tal caso la serie de Dirichlet es > 27 que es muy dis-
tinta a una funcion zeta clésica. La asintotica aqui es de tipo logpa(n) ~ C(logn)?, lo
cual no encaja en la forma €™ de Meinardus. Para estos casos se requieren métodos mas
especializados.

Otra restriccion técnica mas fuerte se aplica a la frontera del disco unitario, pues el
teorema de Meinardus exige que la funcién generadora no tenga singularidades "fuertes"
en el circulo unitario fuera de z = 1 (o ¢t = 0). Si el conjunto A tiene una estructura
aritmética tal que existen otras raices de la unidad donde la funcién generadora explota
con fuerza comparable a la principal, el método del punto de silla estandar falla o requiere
modificaciones masivas.

En resumen, el crecimiento explosivo de P4(z) dependiente de cada conjunto A nece-
sita un analisis especifico en cada caso, por lo que no es aplicable el mismo analisis hecho
para particiones de enteros.
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Otro motivo por el cual Hardy y Ramanujan lograron aplicar el método del circulo a
las particiones de enteros es la existencia de una estructura modular extraordinaria. Como

vimos en la seccién 2.1,
e7ri7'/12

2miT

Fle) n(7)

donde 7(7) es la funcion eta de Dedekind, que satisface profundas ecuaciones funcionales
modulares. Estas simetrias permiten trasladar el anélisis desde el borde del disco unidad
hacia regiones donde la funciéon es controlable. Sin embargo, esta estructura modular es
exclusiva del caso A = Z™". Para conjuntos generales A, no existe un anéalogo de la funcion
eta ni transformaciones modulares que compensen el crecimiento del producto infinito.
Por esta razon, el trabajo de Hardy y Ramanujan debe entenderse como un caso excep-
cional, no como un modelo generalizable.

Si nos reducimos al caso de partes fijas, podriamos creer que si podria aplicarse indi-
rectamente el método del circulo. Para particiones en un ntimero fijo de partes, la funcion
generadora puede expresarse en términos finitos de f4(z). Como vimos:

Poalz) = 5 (F3(2) + £a(%)
Poa(2) = 5 (FA() + 342 () + 204(9)

donde aplicando la formula integral de Cauchy obtendremos que

SyHLCEVCIN

p27A(n) = 2_7T'Z Z7L+1

dz

1[5 (JA(R) +3fa(2) fa(z?) + 2fa(2"))
Pl =5 | 2k
si bien en un inicio podria parecer factible, ya que aparecen términos de la forma f%(2) fa(2™),
justamente esto es lo que hara que el manejo de las singularidades (o puntos de mayor
crecimiento) sea en extremo cuidadoso, pues por cada raiz de la unidad, cada raiz m-
esima de si misma también se vuelve una singularidad o punto importante de crecimiento
debido al factor f4(z™), por lo que el anlisis correcto de las zonas de mayor crecimiento
se vuelve inmanejable para casos grandes. En consecuencia, salvo para k muy pequeno
(k = 2), el problema vuelve a presentar las mismas dificultades estructurales que el caso
general de particiones.

De todo lo anterior se desprende que el método del circulo moderno se formula de
manera natural sobre funciones generadoras de representaciones

Rya(z) = fi(2)
ya que estas presentan:
s Una estructura analitica controlable.

= Posibilidad de analisis local mediante estimaciones tipo Weyl y Vinogradov
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= Cancelacion efectiva en los arcos menores.
» Singularidades simples y aisladas.

En contraste, las funciones generadoras de particiones introducen productos infinitos, sin-
gularidades acumuladas y crecimiento exponencial incompatible con la descomposicion
del circulo, salvo en el caso excepcional de particiones de enteros hecha por Hardy y Ra-
manujan.

Una vez descartado el uso de las funciones generadoras de particiones aun queda una
duda pendiente. ;Que pasa con el numero de representaciones totales r4(n)?
Recordemos que la funcion generadora de las representaciones totales viene dada por

Ra(e) =3 ra(m = 45

A diferencia de la funcion Ry 4(z) = f%(2) la cual es analitica en D, tenemos que la
funcion generadora R4(z) es analitica unicamente en el subconjunto de I donde fa(z) #
1. En particular, si existe r € (0,1) tal que fa(r) = 1, entonces R4(z) presenta una
singularidad en z = r, que sera dominante en el comportamiento de la funcién. Al extraer
coeficientes mediante la férmula de Cauchy,

_ b fa(?) X
ratn) = 55 /7 (1= A"

el comportamiento asintético estard gobernado principalmente por la singularidad mas
cercana al origen, no por oscilaciones locales en el argumento de z cerca de la frontera.
En consecuencia:

» [a descomposicion en arcos mayores y menores pierde sentido.
= La contribucion dominante ya no proviene racionales con denominador pequeno.

= Kl problema deja de ser esencialmente oscilatorio y pasa a ser uno de analisis de
singularidades.

por lo que aplicar el método del circulo clésico no aporta informacion relevante al proble-
ma. Y es necesario hacer un analisis distinto.
Otra forma de verlo, seria tratar de considerar que

n

ra(n) :Z rE.a(n)

k=1

aunque esta identidad es formalmente correcta, resulta asintéticamente intutil en general,
porque

= El valor de k que contribuye de forma dominante puede crecer con n.

» Las asintoticas disponibles para ry 4(n) suelen ser validas solo para k fijo y no de
manera uniforme en k.

= No existe una tnica escala dominante: contribuyen representaciones con un numero
de partes distintas.
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En resumen, en la teoria aditiva aparecen dos marcos conceptualmente distintos, deter-
minados por la manera en que se fija (0 no) el ntimero de partes en las representaciones
de un entero.

Por un lado, se encuentran las representaciones con un namero fijo de partes, que cons-
tituyen el dominio natural del método del circulo, desarrollado por Hardy y Littlewood.
En este marco, el analisis se basa en el estudio de sumas exponenciales asociadas a po-
tencias finitas de la funcion de representacion, y el fenomeno fundamental es estudiar las
oscilaciones en las aportaciones cerca de la frontera del disco unitario. La descomposicion
del circulo unitario en arcos mayores y arcos menores permite aislar el término principal,
proveniente de aproximaciones racionales con denominadores pequenos, y controlar los
términos de error mediante estimaciones uniformes. Este enfoque resulta especialmente
eficaz en problemas como el de Waring o las conjeturas de Goldbach, donde el niimero de
sumandos forma parte esencial del planteamiento.

Por otro lado, cuando se consideran las representaciones totales, es decir, aquellas en
las que el naumero de partes no esta fijado (como ocurre en el caso de las particiones),
el comportamiento analitico cambia de manera fundamental. En este segundo marco, el
objeto central ya no es un fenémeno oscilatorio, sino el anéalisis de las singularidades
de la funcion de representacion. El crecimiento de los coeficientes estad gobernado por la
aparicion de polos dominantes y presenta un caracter exponencial. Este es el contexto en
el que se inscriben los métodos desarrollados por Hardy y Ramanujan, y posteriormente
sistematizados y generalizados por Wright y Meinardus.

Intentar tratar este segundo marco utilizando las herramientas propias del primero
no solo son una simplificacién conceptual, sino un error de enfoque. El hecho de que el
método del circulo se aplique casi exclusivamente a representaciones con un nimero fijo
de partes no es una limitacién creada, sino una condicién estructural fundamental. Las
representaciones totales mezclan distintos tamanos de partes, introducen singularidades
dominantes y eliminan la estructura oscilatoria que hace posible el anélisis mediante arcos
mayores y menores. Por esta razon, el estudio asintotico de funciones como r4(n) pertenece
naturalmente a otras teorias, desarrolladas en paralelo, pero basadas en herramientas
esencialmente distintas.

Desde esta perspectiva, el aporte de Hardy y Littlewood va més alla de la mera ex-
tension del método del circulo al problema de Waring. Su trabajo establecié las bases
conceptuales del método clasico, en particular la distincién entre arcos mayores y
menores y el uso de funciones generadoras asociadas a representaciones. Estas
ideas constituyen el punto de partida de todas las versiones posteriores del método, inclui-
das las modificaciones fundamentales introducidas por Ivan Matvéievich Vinogradov,
que se estudiarén en la siguiente seccion.

2.3. Vinogradov

El desarrollo del método del circulo no se detuvo con las contribuciones fundamentales
de Hardy y Littlewood. Sus ideas iniciales abrieron una linea de investigacion que, durante
las décadas siguientes, serfa profundamente transformada y ampliada. En este proceso,
una figura resulta central: IvAn Matvéievich Vinogradov. Su trabajo no solo consolido
el método del circulo como una herramienta robusta de la teoria analitica de ntimeros, sino
que redefinié su alcance y eficacia, particularmente en problemas aditivos de naturaleza
aritmética profunda mediante modificaciones fundamentales al método.

Vinogradov nacié en 1891 en Rusia y desarrolld la mayor parte de su carrera en un
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contexto matemético muy distinto al de Cambridge. Mientras que Hardy y Littlewood
trabajaban dentro de una tradicion analitica influida por el andlisis complejo, Vinogradov
se formo en la escuela rusa de teoria de niimeros, caracterizada por una orientacion mas
técnica. Esta diferencia de formacion condicioné de manera decisiva su aproximacién al
método del circulo. Las modificaciones introducidas por Vinogradov al método del circulo
pueden encontrarse, en su forma original en [6], con una explicacion detallada dada por
Karatsuba en [25], mientras que exposiciones modernas y sistematicas se presentan en
1L, 7.

Vinogradov es considerado por algunos, un maestro en las sumas exponenciales, ya
en 1918 tuvo sus primeros acercamientos a estos objetos donde de forma independiente
junto con George Polya (ﬁber den Wert der Partialsummen der Dirichletschen Reihen bei
s = 1) demostr6 una cota uniforme dado un caréacter de Dirichlet no principal modulo qﬂ

N
max x(n)| < Cy/qlogq
1

1<N<q
n=

donde C' > 0 es una constante absoluta. O de manera equivalente, para cualesquiera

enteros 0 < M < N <g,
N

Y x(n)| < Vglogg
n=M+1

Esta desigualdad proporciona una cota no trivial para las sumas parciales de caracte-
res, y siendo uno de los primeros resultados generales de este tipo, previo a refinamientos
posteriores. Para una mejor comprension de los caracteres de Dirichlet guiamos al lector
al Apendice A.

Trabajos posteriores ya daban a notar la inclinaciéon del joven Vinogradov a trabajar
sobre distintas estimaciones aplicadas a funciones de caracter exponencial. Entre 1920 y
1923, Vinogradov desarrolld nuevas técnicas para el estudio de problemas de puntos reti-
culares, como el problema del circulo de Gauss y el de la hipérbola de Dirichlet. En estos
trabajos introdujo de manera sisteméatica métodos analiticos basados en la descomposicion
en series trigonométricas de funciones discontinuas asociadas al conteo de puntos enteros
tales como la funcion parte fraccionaria {z}. Este enfoque permitié reducir el problema
geométrico a la estimacion de sumas exponenciales del tipo

> elfm) (23.1)

n=1

Por esos mismos anos, en 1924, Vinogradov abordé el problema de la distribucion de
partes fraccionarias de funciones de dos variables. En estos trabajos, publicados en los
Comptes Rendus de I’Académie des Sciences, refind métodos introducidos previamente
por Weyl para la estimacion de sumas exponenciales polindémicas de la forma En
particular, sistematizo el procedimiento de diferenciaciéon sucesiva, controlando de manera
méas precisa las constantes que aparecen al iterar el proceso, y extendi6 estas técnicas al
caso de varias variables. Estos avances sentaron las bases de los métodos que Vinogradov
desarrollaria plenamente en la década siguiente. Estos desarrollos lo formaron cada vez

4En la literatura moderna, se le denomina “Desigualdad de Pélya—Vinogradov”. El nombre se utiliza
para la formulacién unificada de los resultados de ambos, aunque los argumentos y contextos originales
de Polya y Vinogradov no eran idénticos. La version estandar con el factor ¢log g es una normalizacion
posterior ampliamente aceptada.
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mas en la técnica y habilidad para controlar el crecimiento de sumas exponenciales, tales
como las que aparecen al aplicar el método del circulo.

Ya en 1926 el método del circulo implementado por Hardy y Littlewood habia tenido
tiempo suficiente para ser entendido y estudiado por otros matematicos, uno de ellos fue
Vinogradov el cual observo como estimaciones tipo Weyl eran fundamentales para poder
controlar el crecimiento de los arcos menores, sin embargo se dio cuenta del problema
fundamental de hacer aproximaciones del tipo

Falpe(a)) = pe(aa) ~ Y e (aa)
acA acA
a<X
realizadas en el problema de Waring, por Hardy y Littlewood. Ademas de esto, noto la
fuerte dependencia y sensibilidad del método al crecimiento de la funciéon generadora

Rya(2) = fi(2)

cerca de la frontera del disco unitario, mas especificamente, cerca de las raices de la unidad.

Estas simplificaciones y dependencia vienen del hecho fundamental que la funcién
de representacion f4(z) es una serie infinita con radio de convergencia 1. Este enfoque
es natural desde el punto de vista formal pues, a través del analisis complejo, permite
expresar el nimero de representaciones mediante una identidad exacta;

Foa(n) = o / falpe(a))re(—na)da

y trabajar sobre ella, pero como mencionamos, causa problemas delicados a tratar cada
uno. Fue Vinogradov quien introdujo una modificacién conceptual decisiva: en lugar de
trabajar con la funcion de representacion infinita, propuso considerar su versién trun-
cada, ya que esta era suficiente para contar el numero de representaciones de un entero.
..Como exactamente?

Demos un recordatorio del andlisis hecho en el Capitulo 1. Dado A C Z* infinito,
el numero de representaciones de un entero positivo n como suma de k elementos de A,
vienen empaquetados en los coeficientes de la serie:

rea(n) = [ £5(2) = [2"] (2) (2.3.2)

a€A

donde la funcién de representacion de A es una serie infinita. La ecuacion nos cuenta
el numero de soluciones de la ecuacion aditiva,

T1+Te+--+axy=n, 1, A

pero podemos notar un detalle importante. Dado un n fijo, podemos exigir condiciones
mas especificas a las soluciones, pues cada variable x; no podra exceder el valor de n, de
tal forma que es suficiente con contar el numero de soluciones de

ri+re+--taxp=n 1, € Ayx; <n
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Mediante la formula producto de Cauchy y considerando la serie truncada podemos
obtener que,

k

> :(ZaA(m>zm> =) > Salwn)dalwa) - balay) | 2"

m=0 \ z1+z2+--+xK=m
a<n 0<z;<n

(2.3.3)

notando que el sumando interior no es cero unicamente si tenemos una solucion de la
ecuacion x1 +xo+ -+, = mdonde z; € Ay 0 < z; < n, tendremos que el coeficiente

n-esimo sera: .

rea(n) = [2"] Zza (2.3.4)

a€A
a<ln

mas aun, con la ecuacion [2.3.3] para cada m < n,

k

ra(m) = [z | )2

acA
a<ln

Con esto podemos obtener el numero de representaciones de n, 7, 4(n), a través de
una suma finita (dependiente de n), de tal forma que le daremos su debida definicion a la
funcién involucrada.

Definiciéon 2.3.1

Sea A C Z* infinito y n € Z™ fijo. Definimos la funcién de representacion de
A truncada en n como
fa(z,n) = Zz“

acA
a<n

La ecuaciéon afirma que.

rra(n) = [2"]fi(z,n)

recuperando asi el numero de representaciones a partir de, ya no una serie infinita, sino de
una suma finita (polinomio). La diferencia crucial entre ambos enfoques es que la funcion
de representacion f%(n) contenfa toda la informacion del numero de representaciones
para cada entero positivo mientras que con la funcién f5(z,n) no es necesaria toda la
informacion del numero de representaciones para todo entero positivo, sino la suficiente
para una n en especifico. Esta distincion la podemos ver al analizar nuestro caso de
representaciones de enteros.

Ejemplo. Recordemos que la funcion de representacion de los enteros es:

fz+(2) = Zz“ :Z P 1iz
acZt m=1
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de tal forma que

k
nlgk tn z _(n— 1
o) = 18 ) = = (32
Pero al considerar la funcién de representacion de los enteros truncada en n,
z(1—2")
fz+(z,n) Z 2% —Z 2™ .
acZ™t

a<n

obtenemos que para cada m € Z*,

m m 2F(1— )k
re(m) = [2"f5+ (z,n) = [2 ]W

usando el teorema del binomio generalizado

(1 i)k =2 g (_tk) (—1)'2" = 2 i (t + ’z - 1> .

t=0
ademas
L o
(1=t =3 ( ) (~1)72"
Jj=0 J
multiplicando,
k 0o
k , t+k—1
e =+ 3 (M e ()
=0 t=0 t

por lo tanto,
k 9]
k t+k— :
k o t+k+jn
f7+(z,m) —Z <j>(_1>] Z ( . )z j
7=0 t=0
Para obtener el coeficiente [2™] queremos que
t+k+jjn=m = t=m—k—jn
esto exige que m — k — jn > 0, luego
m (kN (m—jn—1
e (zm) = Y ()7 ( )
’ J k—1
>0
m—k—jn>0

pero dado que j € Z podemos considerar el rango de la suma como
[ =] .
(—1)7 k m—jn—1
, 7 k—1
7=0

De forma sencilla podemos verificar que para m < n (y la suposicion implicita de
m,n > k) tendremos que ™= k < 1, entonces la suma es no cero solo para j = 0, por lo

e - () (" = ()

como ya sabiamos. Para valores de m > n dicha formula ya no nos dara el numero de
representaciones, como se puede ver en la figura [2.3.1
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Comparacion con funcién truncada

T ¥ T T T T ]
: "
Rl
Funciones : ..'
| e lzAmif(z.n) ¢ : s
15000+ : % .
Y %) : »
. L
O 10000+ .
© L
>
5000 .
0 L

50

m (Entero positivo)

Figura 2.3.1: Grafica de los valores de ri(m) y el valor obtenido con la serie
truncada para cada 1 < m < 50 con k = 4. Note como a partir de m = n
ambas graficas dejan de ser iguales.

Dado que la funciéon de representacion truncada fa(z,n) es un polinomio, sera una
funcion entera, por tanto, es posible utilizar la formula integral de Cauchy sin necesidad
de ningtin anélisis de convergencia, obteniendo que

k
o 1 fA(Z»n>
rea(n) = — T dz
2mi ), 2"

para cualquier contorno circular v centrado en el origen. Esta condiciéon nos da
la posibilidad de tomar el disco unitario como contorno de integracion a diferencia del
contorno utilizado para las particiones y el problema de Waring, obteniendo la represen-
tacion:

rkVA(n):/o fale(a),n)fe(—na)da

Esta modificacion introduce un cambio profundo en la naturaleza analitica del método
del circulo. Al reemplazar la funcién de representacion infinita por una suma truncada
dependiente de n el problema deja de estar ligado a cuestiones de convergencia y comporta-
miento singular cerca de la frontera, y se transforma en el estudio de sumas exponenciales
finitas bien definidas, como las estudiadas en el Apéndice A..

Jale(@),n) = e(aa)

acA
a<n

Desde un punto de vista técnico, esta transicion resulta exacta. En el método clésico,
el andlisis de los arcos menores dependia de aproximaciones formales entre la funcion y
sumas finitas, lo que introducia dependencias del radio del contorno circular de integracion
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p y de la proximidad a las raices de la unidad e(%):

Falpete) ~ e (o)

a€A
a<X

En cambio, al trabajar directamente con la funcion truncada f4(z,n), las sumas exponen-
ciales que aparecen en los arcos menores son finitas desde el inicio, lo que permite aplicar
de manera directa las estimaciones de Weyl y Hua.

Otro cambio de estructura fundamental al método del circulo es que podemos pres-
cindir de la formula integral de Cauchy, centrandonos mas en un analisis real. Sea n € Z

entonces,
! 1 sin=0
/ e(nz)dr = { S (2.3.5)
0 0 en otro caso

Esta identidad fundamental nos da el siguiente resultado inmediato

Proposicién 2.3.1

Sea A C Z7" infinito y n € Z*. Tendremos que

TEa(n) = Z /0 e((x1+ -+ + xp)a)e(—na)da

;€A
r;<n

= ' Fale(a), m)¥e(—no)de

Demostracion. Por la ecuacion [2.3.5] la integral

/0 e((z1+- - +xp)a)e(—na)da = /0 e((z1+- - +zp—n)a)da = {1 sin=x1 4+ x4

0 en otro caso

de donde sumando para todas las posibles variables x; € A con x; < n, por cada soluciéon
de la ecuacién aditiva n = x1 + --- + x con z; € Ay x; < n sumaremos un 1. De tal
forma que recuperamos el numero total de representaciones 7 4(n). Mas aun, con esta
expresion podemos recuperar la obtenida a partir de la formula integral de Cauchy. En

87



EL METODO DEL CIRCULO VINOGRADOV

efecto,
1 1
rea(n) = Z / e((x1+ -+ xp)a)e(—na)da = / Ze((ml + - F ap)a)e(—na)da
mea” Do

:/0 S e(wia) - elzpa) | e(—na)da

T1€EA €A

Lz1<n rr<n
1
:/ Ze(mla) Ze(xka) e(—na)do
0 \zea zREA
z1<n TE<n

k

_ /0 1 S c(aa) | e(-na)da = /O ' falela), n)te(—na)da

a€A
a<n

]

Una duda que podria surgir es si no era posible trabajar con el conjunto infinito A
directamente, evitando el truncamiento. Sin embargo, esto presenta un obstaculo funda-
mental en el analisis. Dada la suma infinita

Z/O e((wy + - + zp)a)e(—na)da

;€A
dicha expresion es convergente, ya que solo hay un numero finito de soluciones a la ecuacion

aditiva. El problema fundamental seria en el paso de intercambiar la suma con la integral
k

/ Ze((xl + -+ ap)a)e(—na)d = / Ze(aa) e(—na)da
0 zieA 0 \aea

Para que este paso sea vélido (o incluso para que la expresion tenga sentido), la serie

infinita
Ze(aa)
acA
debe converger a una funcion integrable en [0, 1], sin embargo,

le(aa)| =1

por lo que la serie diverge para casi para toda « (excepto quizas para conjuntos de medida
cero donde podria haber cancelaciones excepcionales), de tal forma que la serie no esta
bien definida y no existe. Entonces no es posible hacer dicho anélisis.

Con estas nuevas modificaciones y su perspicacia en el estudio de las sumas exponen-
ciales fue que, en 1927, Vinogradov obtuvo resultados asintoticos para el problema de
Waring, publicados en Izvestiya Akademii Nauk SSSRE]. Su cota para G(k) era del mismo

®No existe un tinico articulo en el que Vinogradov presente de manera directa sus resultados sobre
el problema de Waring. Estos se encuentran dispersos en varios trabajos publicados entre 1926 y 1928,
principalmente en ruso, en revistas como Izvestiya Akademii Nauk SSSR. La exposicion moderna del
método y de los resultados se debe en gran parte a reconstrucciones posteriores en la literatura, en
particular en los textos de Hardy, Davenport y Vaughan, donde el enfoque de Vinogradov se presenta
como una reformulacion aritmética del método del circulo.
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orden que la de Hardy y Littlewood, es decir, del orden de k2% pero el método constituia,
una simplificacion notable, ya que prescindia del uso del analisis complejo (formula inte-
gral de Cauchy) y de ciertas estimaciones delicadas en los arcos menores. Detallaremos
aqui estas mejoras sustanciales.

En el enfoque de Hardy y Littlewood, el punto de partida fue el estudio de la funcion
fa, (pe(a Zp amk 0<p<l1
la cual permite expresar el niimero de representaciones mediante,

Foay(n) = p" / fau(pe(@))*e(—na)da

siendo necesario justificar posteriormente el paso al limite p — 17.
Con las modificaciones, Vinogradov introdujo la representacion,

fa,(z,n) = Z Z szk’ X =t

a€Ag 0<mk<n 0<m<X
a<n

considerando la suma exponencial

F(a) = fa,(e(a)n) = Y e(am”)

0<m<X

Mediante el uso de la |Proposicion 2.3.1] tenemos

1
Ts.a,(n) = / F(a)’e(—na)da
0
sin necesidad de introducir parametros extra ni justificar intercambios de limites hacien-
do que el objeto de estudio quede completamente determinado por una suma finita de
naturaleza aritmética.

La diseccion del intervalo [0, 1] en arcos mayores y arcos menores se mantiene idéntica
en a la utilizada por Hardy y Littlewood. Para o € 9, 4, se escribe

a 1
a:_—i_ﬁa BS_
p I& N

y se aprovecha esta aproximacion racional para separar la parte aritmética de la parte
analitica en la suma exponencial. Agrupando los términos médulo ¢, Vinogradov obtiene,
al igual que Hardy y Littlewood, una aproximacion del tipo

Fla) = ( +08) = q<am<m+0m>

donde
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es la suma de Gauss generalizada, e () es la integral oscilatoria

OBy " (B

En consecuencia, la contribucion principal de los arcos mayores sigue descomponién-
dose en un factor aritmético (serie singular) y un factor analitico, exactamente como en el
método clasico. La diferencia crucial esta en la justificacion de esta aproximacion. En el
enfoque de Hardy y Littlewood, la parte analitica surge de la singularidad de la serie de
potencias cuando p — 17, este paso introduce un término de error cuyo comportamiento
debe controlarse cuidadosamente.

En el método de Vinogradov, la suma exponencial esta truncada desde el inicio para
m < X. No existe un margen de error que deba despreciarse, y la integral I(3) aparece de
manera directa como un objeto asociado a la suma finita. Luego, al construir la integral
singular, Vinogradov extiende el dominio de integracion de la variable 3 a todo la recta
realR (que originalmente esté restringida al tamano del arco mayor), aprovechando que
la integral oscilatoria I(f) decae rapidamente fuera de los arcos mayores, mostrando que
el error generado por esta extencion de la integral es controlable.

Sustituyendo la aproximacion anterior en la integral sobre los arcos mayores y elevando
a la potencia s, se obtiene una contribucién principal de la forma

- S(a,9)* (__n) o @Yo
DD | Here-npis
(a,q)=1

De este modo, reaparecen la serie singular

Braln) =3 3 S(aa)'e (-)

q=1 1<a<gq
(a,q)=1

y la apariciéon de una integral singular
e = [ 13 el-ns)ds

cuya evaluaciéon conduce al mismo factor gamma obtenido por Hardy y Littlewood. En
particular, el término principal final permanece sin cambios:

1+ 4)°

L)

Ts.A, (1) ~ niﬁlﬁk’s(n)

Es en el tratamiento de los arcos menores donde la modificacion de Vinogradov muestra
su mayor ventaja. En el enfoque de Hardy y Littlewood, la estimacion

[fa, (pe(a))| < X177

requiere justificar la aplicacion de la desigualdad de Weyl a una serie infinita, recurriendo
implicitamente a sumacion parcial y a cotas uniformes respecto al parametro p. Al trabajar
con la suma finita F'(«), Vinogradov puede aplicar directamente el Lema de Weyl para

o €m,
Z e(amk)

0<m<X

|F(a)| = < X'
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La estructura general de la estimacion se mantiene formalmente igual (uso de la des-
igualdad de Hélder y del Lema de Hua para controlar potencias), pero la ausencia de
promediar simplifica sustancialmente los argumentos técnicos.

Como consecuencia de esta reformulacién, Vinogradov obtuvo cotas para G(k) del
mismo orden de magnitud que las de Hardy y Littlewood, sin embargo, la eliminacién del
uso del anélisis complejo, el uso fundamental de sumas exponenciales finitas y el manejo
promedio de los arcos menores constituyen una mejora sustancial en la prueba. Estas
ideas permitirian desarrollos posteriores que reducirian de manera sustancial el nimero
de variables necesarias, culminando en cotas del orden klogk y estableciendo el uso de
sumas truncadas como una base del método del circulo.

2.4. Consolidacion

Antes de entrar en el desarrollo de esta seccién, es conveniente realizar una aclaracion
conceptual sobre el punto exacto en el que se encuentra el método del circulo tras los
avances discutidos en las secciones anteriores.

En la Seccion 2.2 se analiz6 el surgimiento del método del circulo clasico a partir de
los trabajos de Hardy y Littlewood, haciendo énfasis en dos ideas fundamentales: por un
lado, el paso del estudio de funciones generadoras de particiones al anélisis del nimero de
representaciones en un nimero fijo de partes; y por otro, la introduccion geométrica de la
distincion entre arcos mayores y arcos menores como herramienta central para separar la
estructura aritmética principal de los fendmenos de cancelacion analitica.

Posteriormente, en la Seccion 2.3 se estudio la modificacion introducida por Vinogra-
dov al método del circulo, consistiendo en el reemplazado de la funcién de representacion
infinita por la versiéon truncada. Esta truncacién transforma el problema en uno finito
y permite aplicar de manera directa estimaciones sobre sumas exponenciales, particular-
mente en el anélisis de los arcos menores.

Con todo esto presentaremos una estructura unificada aplicable a conjuntos arbitra-
rios de enteros positivos con todo lo visto en las secciones anteriores.

Primeramente, como hemos visto hasta este momento, el estudio del numero de repre-
sentaciones de n en k partes de elementos de A, estara intimamente ligada a la funcién de
representacion truncada. Pero en esta nueva vision del método la consideraremos como
una suma exponencial desde un inicio.

Definicion 2.4.1

Sea A C Z7 infinito. Definimos la suma exponencial asociada a A (truncada
en x) como la funcién F : R x Rt — C definida por:

Fala,x) = fale(a),z) = Ze(aa) = Z(SA(m)e(am)

acA m<zx
a<x

La funcion F4(a, x) esta bien definida para todo x > 0, pues se trata de una suma
finita. Para z fijo, es una funcién continua y peridédica en «, mientras que para « fijo es una
funcion escalonada en x. Con ello por la|Proposicion 2.3.1/el numero de representaciones
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de n como suma de k elementos de A, vendra dado porﬁ

rkVA(n):/o F¥(a,n)e(—na)da

Con ello es claro como el crecimiento de ry 4(n) sera dependiente de saber describir
el comportamiento de F4(a,n) de forma eficaz en el intervalo [0, 1]. Es por eso que nos
detendremos a estudiar esta funcién, mas especificamente, su crecimiento y promedio.

Un caso particular de especial importancia que es inmediato es @« = 0 (y todo «
entero), para el cual se recupera la funcion contadora del conjunto A,

Fa(0,2) =) e(0) = ma()

a€A
a<z

Siendo, de hecho, una representacion del valor maximo en modulo que podra tomar,
teniendo la siguiente cota trivial.

Sea A C Z7" infinito. Entonces para todo « € [0, 1]

|[Faa, )| < ma(w)

Demostracion. En efecto,

Fa(a,2)] = |3 elaa) <3 Jelaa)] = D1 = 7a(e)

acA acA acA
a<lzx a<lzx a<lzx
alcanzando la igualdad cuando a € Z (salvo otros puntos excepcionales). []

En el método del circulo, esto justifica por qué el "Arco Mayor" centrado en 0 (o en
1) es el que aporta el término principal asintotico: es donde la funcion es "méas grande".

Ejemplo. Notemos el cambio en la magnitud de |Fa(«, z)| con los ejemplos que ya hemos
manejado, considerando los conjuntos &y Ay, tenemos

= Y 1= % 1_[1‘;1}

1<2n+1<z OSNS%_I
k
ma,(x) = E 1= E 1=[Vx
0<nk<z 0<n< ¥z

de tal forma que

1Foy (o, )| < F;ﬂ

‘FAk(a’x” < {\k/}"‘

como podemos observar en la Figura [2.4.]]

. - - 1 .
8Técnicamente es valido considerar [ F%(a, z)e(—na)da para cada x > n, sin embargo, esto no
presenta ninguna ventaja analitica, ya que los términos correspondientes a sumandos a > n se anulan

tras la integracion. Es por ello que en la practica se considera especificamente x = n.
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Impares Cuadrados
»s ] —TRATES ‘ : ol
20f ol
= 15 =
x x
5 3 4
L 4ol [
5f 2r
07\ L L L L L 0
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0 0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0
a a
Figura 2.4.1: Para x = 50, se observa el comportamiento oscilatorio de

|Fa(c,50|) para el caso de impares &/ y cuadrados As, con a € [0,1]. Ob-
servando el crecimiento acotado por {502—_11 =25y L\Q/%J =17.

Si bien ya sabemos el valor maximo que podra tomar |F4(a, )|, este no refleja el valor
promedio de dicha funcion, ya que en la mayor parte del intervalo [0, 1] no alcanza su
valor maximo. Una herramienta que refleja mejor el crecimiento promedio de una funciéon
es tomar su media cuadratica:

Sea A C Z* infinito. Entonces

[ 1P do = mate)

Demostracion. En efecto,

/01 |Fa(a,7))* da = /01 Fula,z)Fa(a, z)da = /01 Fa(a, 2)Fa(—a, z)da

:/01 Ze(aa) Ze(—am) do

acA meA
a<lx m<x
1
= ZZ / e(a(a —m))da
aEAMEA 0
a<zm<z

y por la ecuacion [2.3.5] el unico sumando que sobrevive es aquel tal que a —m = 0, por

lo que
1
/ Fa(, )P do = 31 = maa)
0

a€A
a<z

Por tanto, la media cuadratica de F(«,x) en [0, 1] sera:

\//0 ]FA(a,$)|2 do = /ma(x)
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Esto indica que, si bien la funcién tiene picos de altura m4(z) (como en a = 0, 1), "en
promedio" es mucho mas pequenia (de orden \/m4(z)). Aplicado a nuestros ejemplos, esto
establece que el crecimiento promedio es

r—1 1

2

|For (o, )| =

En un primer momento podriamos pensar que esto seria una aproximacion al numero de
representaciones sin embargo no sera el caso, por ejemplo, para suma de 4 cuadrados,

7’4,,42 (20) =18

mientras que
1
202 ~ 2.1

Esto es debido a la naturaleza oscilatoria que proporciona el termino e(—na) en la
integral. Provocando que un estudio promedio del crecimiento no sea suficiente, dando a
notar como el conocer los puntos donde las oscilaciones son mayores dicten el orden del
crecimiento. Para ver esto retomemos la Figura [2.4.1] podemos notar como hay un mayor
crecimiento en a = 0, 1 (puntos donde alcanza el maximo) entonces podriamos decir que
la mayor contribucién viene de cuando o =~ 0, 1. Asi que la altura del integrando cerca de
estos puntos es (m4(n))* y el ancho promedio de ese “valle” sera del orden de £, debido
a que para generar cancelaciones oscilatorias se necesita completar al menos una vuelta
completa, por tanto tendremos la estimacion

Ti(n)

S|

rea(n) &~

Veamos esta estimacion, aplicada a nuestros ejemplos. Sabiendo (de acuerdo al Capi-
tulo 1) que 74 (1) sera no cero cuando n = k (mod 2),

1 1 [n—11"F
7"19,54%(”) ~ Eﬂf}(n) = E { 5 -‘

para el caso k = 3, con n impar, podemos notar que se convierte en una buena aproxima-
cién. Sabemos que en este caso,

n—1)(n-—3
73,0/ (N) = Tin-1)p = ( )8( )
y en nuestra aproximacion
() 1[n-17°
r3z(n) ~ —
5.4 n 2
resultando que, efectivamente,
1[n-17°
r3,(n) ~ o 5

sin embargo, al tomar £ = 4 o mayor, esta aproximacién se vuelve menos exacta como
podemos notar en la Figura [2.4.2
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Aproximacion Aproximacion
200 - . . 4000F T . , .
i Funciones
Funciones - . .
n = r3 4(n) (Exacta) 2 r4,4(n) (Exacta)
g 150 imacié < 3000 imacid h
g ~® Aproximacion S -8 Aproximacion
£ 2
S s
c 100} S 2000F
b b
D (]
e —
S Q
o 5or o 1000f
(]
4 [~4
ot . Ok
0 10 20 30 0
n n

Figura 2.4.2: Comparacion de r3 o (n) (para impares) y 4 (n) (para pares)
CON SUS GPTOTIMACIONES % [%Vﬂ

De la misma manera esta estimacion nos diria que para el caso de suma de cuatro

cuadrados 1 1
raan(20) &~ (n) = — [Vl
n n

resulta evidente que proporciona una aproximacion muy deficiente.

Estos dos ejemplos nos dicen dos cosas. La primera; tomar un intervalo cercano a
a = 0 si puede darnos una aproximacion eficiente, pero dependera del nivel de oscilacio-
nes presentes, es por ello que en el caso de impares al subir la cantidad de sumandos,
nuestra aproximacion (unicamente considerando la oscilacion de o = 0) es insuficiente, al
igual que en el caso de suma de cuadrados por lo que es necesario identificar todas las
oscilaciones constructivas que ocurren. Como segunda; el nivel de oscilaciones depende
de los valores del numero a representar n y de la cantidad de sumandos k£ mostrando la
delicadeza aritmética de ambos. Sera claro para el lector que la necesidad de seccionar
el intervalo [0, 1] en partes de mayor aportacion es el paso logico a seguir, donde entrara
en juego de forma “natural”, sin necesidad de hacer anéalisis de singularidades, el aplicar
la l6gica de los arcos mayores. Esto se consolida como una ventaja teérica ya que todo
deja de depender de singularidades de funciones analiticas, a depender unicamente del
estudio de sub-intervalos de [0, 1] donde una funciéon oscilatoria tiene mayores picos. En
este sentido, el método del circulo adquiere una formulaciéon plenamente aritmética y geo-
métrica, donde la descomposicion del intervalo unitario refleja directamente la estructura
de las sumas exponenciales involucradas.

Q

Para poder reflejar esto podemos retomar el resultado de la [Proposicion 2.2.1] el
cual no depende del conjunto que estemos tomando.

Proposicion 2.4.1

Sea o € Q tal que « = /g con a € Z,q € Z* y (a,q) = 1. Para cualquier conjunto
A C Z7* infinito, el conjunto de valores {e(aa) : a € A} es un subconjunto finito de
las raices g-ésimas de la unidad.

La proposicion anterior establece que, cuando a = ¢/4 es un niimero racional, el con-
junto de valores que toma e(wa) para a € A es finito. Geométricamente, esto significa que
los vectores unitarios sumados en F4 (o, ) no pueden apuntar en cualquier direccion del
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circulo, sino que estan restringidos a un conjunto discreto de ¢ direcciones posibles (las
raices g-ésimas de la unidad).

Sin embargo, es importante notar que el hecho de que « sea racional permite la
alineacién de los vectores, pero no la garantiza. Que la suma crezca hasta formar un
"pico" o se cancele depende enteramente de la aritmética especifica del conjunto A, es
decir, de como se distribuyen los elementos de A en las clases de residuos modulo ¢. Para
ilustrar esto, consideremos conjuntos especificos:

» Caso A=7Z7, con a = % Los elementos son 1, 2, 3, 4,.... Sus residuos modulo 2 se
distribuyen de forma alternante, siendo, 1, 0, 1, 0,.... Por tanto, la suma Fer(%,iL')
se convierte en

Fz+(%,x) =) e (g) =e (%) +e (;) +e (g) +- e (L:CTJ) = 141144 (=1)k

a€Z*

a<x
A pesar de que « es racional, la distribucion alternante de los residuos provoca una
cancelacion casi perfecta. La suma esta acotada y no genera un pico.

s Caso A = & impares, con a = % Los elementos son 1, 3, 5, 7,.... Sus residuos
modulo 2 se distribuyen de forma uniforme, siendo, 1, 1, 1, 1,.... Por tanto, la suma
Fy(3, ) se convierte en

Fw(%ﬁ)ZZ@(%)=6<%)+e(g)+e(g)+---=—1—1—1—---

acd
a<z

Aqui, el conjunto &7 tiene una distribucién concentrada en una sola clase de residuo.
Esto genera una alineacion total de los vectores en la direccion —1. El modulo de la
suma crece linealmente con xz, generando un pico maximo, como se puede observar
en la Figura Cosa que no pasa en el caso de suma de cuadrados.

s Caso A = Ay, con o = % Los elementos son 1, 4, 9, 16,.... Sus residuos modulo 2 se
son, 1, 0, 1, 0,.... Al igual que en el caso de los enteros, vemos una alternancia entre
residuos 1 y 0, lo que genera términos —1 y 1.

1 a TLQ
= Te(5) = Xe() = ren-r—
(ZGAQ HQSZE

a<lzx

Por lo que no habra un pico, tal y como se tiene en la Figura [2.4.1} Sin embargo, si
cambiamos a o = %, los residuos de 1, 4, 9, 16, 25, 36,... modulo 3son 1,1,0,1,1,0, ...,
por lo que nunca aparece el residuo 2, este hueco en la distribucion modulo 3 genera
que en la suma haya pocas cancelaciones,

= E(5) () () <) () (5o (3) -
:26(%)+1+2e(%>+1+...

siendo entonces un pico, como se observa también en la Figura 2.4.1]
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La racionalidad de « es una condicion necesaria para la formacion de picos (que seran los
intervalos a considerar arcos mayores) porque discretiza las direcciones, pero la magnitud
del pico estd determinada por el sesgo de la distribucion de A en las clases de residuos
modulo ¢. Si A se distribuye equitativamente entre todas las clases (como Z), habra cance-
lacion. Si A evita ciertas clases o se concentra en pocas (como los impares o los cuadrados
en ciertos modulos), habra interferencia constructiva.

Motivados por el anélisis anterior, donde identificamos que la interferencia constructiva
solo es posible en entornos de racionales con denominador pequeno, adoptamos la siguiente
definicion clasica para los arcos mayores, que formaliza estas regiones en el caso general:

Definiciéon 2.4.2 (Arcos Mayores y Menores)

Sea A C Z™ infinito y sea

Fala,z) = Ze(aa)

acA
a<lx

su suma exponencial asociada. Sean Q = Q(z) — ooy 6 = §(x) — 0 funciones
positivas. Definimos los arcos mayores como

M= ) Magy Moy = {ae 0,1] :
1<g<@Q
(a,q)=1

o — g‘ < 5(96,61)}

donde §(z, q) es una funciéon que satisface
1
d(z,q) < —(escala natural del problema)
q

El complemento
m:=[0,1] \ M

se denominan arcos menores.

La nocion de arcos mayores no es intrinseca al conjunto A, sino a la escala de oscilacion
de la suma exponencial F4(«,z), es decir, también sera dependiente del numero z = n
a representar. La eleccion concreta del parametro @ y del tamano de los arcos depende
del problema aritmético considerado, recuperandose como casos particulares la definicion
clasica en el problema de Waring, donde A = Ay nos da

Fy,(a,n) = Ze(am’% X ~nt

m<X

La contribucion principal de esta suma se concentra en los valores de « cercanos
a racionales con denominador pequeno, pues si a = % + 3, con (a,q) = 1, la fase se
ko

descompone como am gm’“ + BmF, permitiendo agrupar la suma en clases médulo q.

Para que el término Sm” varfe lentamente y la suma pueda aproximarse mediante una
combinacion de sumas de Gauss e integrales suaves, es necesario que la fase adicional
introducida por § permanezca pequena en la escala natural de las progresiones modulo q.
Al escribir m = r 4 ¢l, la suma se descompone en clases modulo ¢ y la variacion relevante
de la fase esta gobernada por Sg*I*. Para que esto sea estable cuando [ < X/q, se necesita
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que
18] gX" ! < 1

lo cual conduce a la condicion natural |5] < #. En consecuencia, los arcos mayores

asociados a Waring son intervalos centrados en fracciones reducidas g, con ¢ < N, de

tamano = ﬁ. Dado que X* ~ n esta eleccién corresponde a trabajar con una diseccion

de Farey de orden N =< n, coincidiendo con la definicién clasica de Hardy y Littlewood
y mostrando que el caso de Waring se recupera como una especializaciéon natural de la
definicion general de arcos mayores.

Asi el numero de representaciones de n como suma de k elementos de A lo podremos
separar de la forma,

Tk7A(n):/gjtFﬁ(a,n)e(—na)da—l—/Fﬁ(a,n)e(—na)da

donde buscaremos conseguir un termino principal a través de los arcos mayores y un
termino de error con magnitud menor en los arcos menores.

Observacion. Es importante senialar que la definicion del conjunto de arcos mayores 9t
identifica tnicamente aquellos intervalos del [0, 1] en los que es es posible la alineacion
de vectores, motivada por la cercania de « a racionales con denominador pequeno. Sin
embargo, el hecho de que un intervalo pertenezca a los arcos mayores no garantiza, por
si mismo, que la suma exponencial Fy4(a,x) alcance valores de gran magnitud en dicho
intervalo (por ejemplo el caso o = % en los cuadrados). El crecimiento efectivo de la suma
exponencial depende de manera esencial de la distribucion aritmética del conjunto A en
las clases de residuos modulo ¢. En caso de tener una distribucién que reduzca las cance-
laciones, la restriccion a vecindades o =~ g, permite que la integral sobre 901 proporcione
el término principal en la estimacion de 74 4(n) y un termino de error sobre m. Demostrar
que esta ultima es de orden inferior constituye, habitualmente, el desafio analitico cen-
tral en el método del circulo. Esto también refleja como unicamente aquellos conjuntos
que presentan una distribucién aritmética significativa en las clases de residuos moédulo
q pueden explotar dichas regiones para generar una contribucién dominante. Este hecho
explica por qué el método del circulo resulta especialmente eficaz en problemas aditivos
no lineales, como los de Waring y Goldbach, mientras que para conjuntos con compor-
tamiento esencialmente uniforme la diseccién en arcos mayores y menores no conduce a
informacion sustancial.

En resumen, la formulacién moderna del método del circulo presentada en esta seccion
unifica el tratamiento de los problemas aditivos bajo una sola identidad integral exacta
basada en sumas exponenciales finitas:

Tk7,4(n):/me{(a,n)e(—na)daJr/Fﬁ(a,n)e(—na)doz

Observando la transicion, desde las series generadoras infinitas hacia las sumas expo-
nenciales truncadas F4(c,n), notando como fue cambiando la dificultad del problema:
de las singularidades en el plano complejo, al estudio de la distribucion aritmética de los
elementos de A en las clases de residuos modulo g.

Hemos establecido que la eficiencia del método depende criticamente de la dicotomia
entre arcos mayores y menores siempre que el conjunto A posea una distribucion predecible
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en progresiones aritméticas y que la suma exponencial F4(a,n) exhiba una cancelacion
suficiente en arcos menores, lo cual ocurre cuando el comportamiento de A es lo bastante
"aleatorio".
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Apéndice A
Sumas Exponenciales

En este apéndice estudiaremos sumas de la forma
Z e(ma), donde e(x) = exp(2miz)
1<m<N

y daremos estimaciones para sumas que involucran ntmeros irracionales a partir de ni-
meros racionales suficientemente cercanos.

Consideremos la suma exponencial

Z e(ma)

1<m<N

donde a = ¢ con (a,q) = 1. Si m = r (mod g) entonces e(ma) = e(ra), pues si escribimos
m = tq + r se tiene

e(ma) = e ((tq—irr)g) =e (m+r9) = e(ta)e (rﬁ) = e(ra)

q q

De aqui obtenemos nuestra primera cota elemental. En efecto,

D> elma)= ) e(mg) = Ze(r%)-#{1§m§N:mzr(m0dq)}

1<m<N 1<m<N 1<r<q
a
= E e(r—) E 1
1<r<q q 1<m<N

m=r (mod q)

por el algoritmo de la division, escribimos N = tq + s para alguna t € Zt y 1 < 5 < q.
Entonces, para un residuo r, los enteros m tales que 1 <m < N y m = r (mod ¢) son de
la forma m = r +t"q, y cumplen que

t'g<r+t'q<N

por lo que cualquier entero t” < % genera un entero r + t’q congruente con r modulo ¢,
y entonces
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entonces

S e(ma)= Y e (5) [g i o<1>] -y (5) +0(q) = Olg)

1<m<N 1<r<q 1<r<q

La ultima igualdad se debe a que la suma de las raices g-ésimas de la unidad es cero,

y por tanto
Y e(ma) = 0(g)

1<m<N

Esto nos da la intuicion que la magnitud de la suma involucrada dependeré unicamente
de la representacion racional de @ y no del tamano de N, mas en concreto dependeré de
su denominador. El problema se vuelve mas interesante si consideramos « un numero
irracional, pues veremos que la magnitud de la suma dependera de la cercania de « con
el entero mas cercano. Es por ello que introduciremos la siguiente notacion.

Definicion A.0.1

Para cada o € R definimos

]| :=min{|n —a| : n € Z}

Claramente 0 < ||a|| < 1. Para continuar primero probaremos el siguiente lema de
calculo elemental.

Lema A.0.1

Si0 < a < 3, entonces 2a < sin(ra) < T

Demostracion. El lado derecho es inmediato pues sin(x) < x para todo = € RT, para el
lado izquierdo recordemos que sin(mzx) es concava en (0, 1) por lo que la recta que pasa
por el origen y el punto (%,sin(%)) = (%, 1) dada por y = 2x queda por debajo de la
funcion en el intervalo (0, 3), es decir, 2z < sin(mx) ae(:0>1/2) 2a0 < sin(ma). O

Haremos uso de este lema para obtener una desigualdad clasica para sumas exponen-
ciales sobre un rango finito. Esta desigualdad, debido a Weyl, muestra la dependencia de
esta suma con el valor de |||

Lema A.0.2 (Weyl)

Para a € R,y enteros Ny y Ny con N1 < N, tenemos que

No 1
Z e(am)| < min (N2 — Ny, —)
2 fal

donde la constante implicita es absoluta.

. J

Demostracion. Tenemos que probar que

No

Z e(am)

m=N1+1

<Ny, —N; y
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La primer cota es clara, pues

No Na
Z e(am)| < Z 1< Ny — Ny
m=N1+1 m=N1+1

Por otro lado, si a € Z tendremos que ||| = 0, entonces

No Na
Z e(am)‘: Z 1|=Ny— N
m=N1+1 m=N1+1

Ahora supongamos que 0 < ||a|| < /2, en este caso podemos ver a nuestra suma como
una geomeétrica,

N No Na+1 Ni+1 No—N
_ m| _ e(a)™ " —e(a)™ N1+1e(04) T —1
55 o] =| 3t | el
m=N1+1 m=N;+1
|e(a)N2*N1 — 1| < 2 1
= Te@ o1 S fe@) = 1] [emizna
2
- 1 B 1 B 1
‘exp(—m’a) exp(27;io¢)—1 exp(wia)—gixp(—m‘oc) |SiIl(7TOé)|
Sin embargo, dado que existe n € Ztal que ||a|| = |n — a|tendremos,
Isin(7 ||c]])] = [sin(x7(n — «))| = |sin(mn — 7a)| = |£sin(ra)| = [sin(7a)|

lo que implica, usando el Lema A.0.1,

i e(am)| = ! < ! < L
i [sin( [lal)] 2 flell

]

Este resultado nos da la relacion entre las sumas exponenciales con la distancia al
entero mas cercano, mas atin, veremos que dar una buena aproximacién de estas sumas
dependera de que tan buena aproximaciéon por racionales demos de «. Para establecer
esto veamos un primer resultado aplicando el método de casillas.

Lema A.0.3 (aproximacion racional de Dirichlet)

Sean o, Q) € R con Q > 1. Entonces existen enteros a,q con (a,q) =1y1<q<Q
tales que

Demostracion. Consideremos N = |@] . Primero probaremos la existencia de enteros a,
g con 1 < g < @ que satisfacen la desigualdad, sin imponer la condicion (a,q) = 1.
Notaremos que, al reducir posteriormente la fracciéon ¢ a su forma irreducible, el nuevo
denominador no aumenta y por tanto seguird siendo < Q).
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Consideremos los niimeros

By ={aqt=0aq—|agq|,q=1,2,..,N

por ser la parte fraccionaria, cada uno de estos nimeros vive en [0,1). Ahora partamos el
intervalo en NV + 1 subintervalos, siendo estos

r—1 r
B=|——~ " ) yr=12. . N+1
{N+1 N+1) r *

Si alguno de los ntimeros 3, vive en B, entonces terminaremos pues esto implicaria que

1
<_
N+1°-0Q

lag — |aq]] <

y el resultado se sigue dividiendo ambos lados por q.
Lo mismo pasa si algin 3, vive en By, pues en este caso,

1 1

11— B4l = |1 = (ag — ag])| = |ag + (lag] — 1)| < Nyl © 0

y de nuevo se sigue el resultado dividiendo por ¢. Entonces, supongamos pues que todos
los B, viven en los N — 1 intervalos B, con r = 2,3,...,N. Pero por el principio de las
casillas tenemos que necesariamente debe existir un par 8, y 8, con 1 <ov <wu < N tal
que ambos pertenecen al mismo intervalo B,. Siendo este el caso consideremos ¢ = u — v,
por lo que

1 <1
N+1°-Q

lag = (lau] = lav])] = [(au = [au]) = (av = [av])] = |By = By| <

y dividiendo por ¢ = u — v obtenemos el resultado. O]

En particular el lema anterior implica que, dado niimeros reales a 'y () con ) > 1, uno
puede encontrar enteros a 'y g con 1 < ¢ <@y (a,q) =1 tales que

Esto tiene algunas consecuencias interesantes que veremos en los siguientes.

Lema A.0.4

Sean o € R, y a,q enteros con ¢ > 1, (a,q) = 1. Si

entonces
a/2

1
Z T < qlogg
— |lar|]
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Demostracion. Por hipotesis sabemos que existe 6 € [—1,1] tal que

a 0
o — — = —
q ¢
entonces para 1 <r <1
ar Or
ar = —+ —
q q
por lo tanto
ar 0| r r 1
ar — —| = —- < = < —
q q ¢ 2q

Sea N un entero cualquiera. Utilizando la desigualdad triangular inversa para el valor
absoluto, podemos escribir:
ar — —

|5 0) o)
q q q

por definicion, se tiene que |ar/q — N| > |lar/q|| para cualquier N € Z. Si ademas
consideramos la acotacion del término de error |ar — ar/q| < 1/2q, obtenemos la cota:

ar

ar
__N‘_
q

ar

q

Dado que esta desigualdad es valida para todo N € Z, debe cumplirse también para
aquel entero Ny que minimiza la distancia |ar — Ny|. Por lo tanto, concluimos que:

1

lar — N| > - —
2q

ar 1
|lor]| = min|ar — N| > ||—|| — —
Nez q 2q
con ello obtenemos
a/2 1 a/2 1
< -
r=1 r=1 q 29

Ahora, es claro que para cada 1 <r < 1 existe n, € Z tal que

1

donde s, := ar — gn,. Como 0 < T3 = 0<s, <4

Notemos que s, = 0 si, y solo si, 7 = 0 (mod ¢), pero como 1 < r <  tendremos pues
s, # 0. Més aun, para cada 1 <r < tendremos que s, son todos distintos esto es pues
si suponemos que

arq

q
entonces existen enteros nq, ny tales que

QT

q

QT
q

= ary —qny = £ (ary — qng)
con lo cual ar; = ary (mod g), pero como (a,q) =1y 1 <7,y < £ tendremos que
ry =ry(modq) = r; =ry
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De esta forma

ar q ] q
— 1<r<z),=<¢—-:1<s< =
Uilrsrsap={sessy
por lo tanto,
a/2 q/2 1 a/2 1 a/2 a/2
o <% [ g M L mer S < e
2 s=1 q¢

]

Lema A.0.5

Sean o € R, y a,q enteros con ¢ > 1, (a,q) = 1. Si

entonces para cualquier nimero real no negativo v y entero h > 0, tenemos

1
min —— | < v+qlogg
3 min (o i)

Demostracion. Comenzaremos estableciendo una cota para la cantidad de términos que
caen en intervalos pequenos. Por hipotesis, existe 0 € [—1, 1] tal que

Para 1 < r < ¢, desarrollamos la expresion:
0 0 Oh 0
alhg+r) :ahq+ar=h<a+—> +r(g+—2> :ah+ﬂ+—+—z
q qa g q q q

Consideremos la parte fraccionaria {z} = x — |z]. Analizaremos la distribucion de los
valores {a(hq + r)}. Notemos que

ar Oh  Or
hq+r)} = { —+ —}
{a( A D
definimos el término de error §(r) y el entero K = [#h| como sigue:

9_h+0_r _ Oh+0r/q  [0h] +{0h}+0r/q K +6(r)
qg ¢ q q q

donde §(r) = {6h} + %". Dado que 0 < {#h} <1, || <1y 1<r <gq, tenemos que
—1<6(r) <2

Asi, para cada r existe un entero k, tal que

{a(hq+r)}:ar+l(q+5(r) _kT:ar—qkr—;K—I—é(r)
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Ahora, consideremos un subintervalo I C [0, 1) de longitud 1/q, por ejemplo I = [t,t+1/q].
Si{a(hq + 1)} € I, entonces

gt <ar—qk,+ K+6(r) <qt+1
Despejando el término entero ar — gk,., obtenemos
gt — K —6(r)<ar—qk, <q—K—6(r)+1

Debido a que —1 < §(r) < 2, el termino ar — gk, esta contenido a un intervalo de longitud
alo mas 1 — (—1) + 2 = 4. Es decir, los valores enteros de la forma ar — gk, deben
pertenecer a un intervalo abierto de longitud 4. Por otro lado notemos que si tenemos dos
indices distintos 1 < ry < ry < ¢ tales que

ary — qky, = ary — qk,,

entonces ar; = ary (méd ¢). Como (a,q) = 1, esto implica que r; = ry (méd q), y por
tanto r; = ro. Por lo tanto, todos los enteros de la forma ar — gk, son distintos para cada
r.

Dado que un intervalo de longitud 4 contiene a lo méas 4 enteros distintos, concluimos
que para cualquier ¢, existen a lo mas 4 valores de r € [1,q] tales que {a(hq + r)} €
[t,t+1/q].

Finalmente, regresando a la distancia al entero mas cercano, notemos que ||a(hg+r)|| €
[0,1/2]. La condicion

lla(hg +7)|| € J(s) == E 521)

implica que la parte fraccionaria satisface

{alhq+7)} € E,S“) o {alhg+r)} e (1—

q

-2
q
Como cada una de estas condiciones corresponde a un intervalo de longitud 1/¢, por lo
demostrado anteriormente, hay a lo mas 4 soluciones para cada posible caso. Por lo tanto,
existen a lo mas 8 valores de r € [1, ¢| tales que ||a(hg +1)|| € J(s).
Apliquemos este hecho para estimar la suma

> min (”’ m)

r=1

s+1 s}

Si ||a(hg +7)| € J(0) = [0, %],entonces usamos la desigualdad

1
min (v, — | <w
( ||Oé(hq+r)||)

Si [[a(hg +7)|| € J(s) para algin s > 1, entonces usamos la desigualdad

, 1 1 q
min | v, < < =
( Ha(hqw)H) la(hg +7)|| ~ s

Dado que ||a(hg +7)|| € J(s) para algtin s < %, se sigue que
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EL siguiente lema es de suma importancia en el teorema de Vinogradov.

Proposicién A.0.1

Sea a € R tal que

a 1

oa——| < =

al ¢
para algin racional % donde ¢ > 1 y (a,q) = 1. Entonces, para cualquier numero
real X > 1, se tiene

1
Z min (n —) < (E —i—X—i—q) log(2¢X)
[ma| q

0<m<X

Demostracion. Sabemos que para cada 0 < m < X existe un tnico 1 < r < ¢ tal que
m = r (mod q), es decir, m = hqg+ 17 con 0 < h < X/qy 1 <r < g, por lo que

3 mm(” ’m&H) > 2 min (hq+r Ha(hq1+r)H>

0<m<X 0<h<X/q1<r<q

ahora, para h = 0 la suma interior es

n 1 o (n 1 ) , <n 1 >
E min — | = E min { —, —— | + E min [ —, ——
( ||0”‘||) (7“ [[ar|] rflar|]

1<r<q 1<r<a/2 4/2<r<q

para el primer sumando, por el [Lema A.0.7]
n 1 1
min — | < T < qlogg
2 ( ||&T||) 2 [levr ]

1<r<aq/2 1<r<a/2
para el segundo sumando, tenemos
q _(h+1)g
h =r>-=-—"
q+nr=r 5 5
por lo que
n 1 ) ) ( n 1 ) ) ( n 1 >
me(——Zmln , <<Zm1n ,
= far) =, & " \hg = Tatha +0l) < 2 "™ 10 Tathe + )]
Por otro lado, si h > 1 entonces
h+1
hq+r > hg> #

asi, por todo lo anterior

> min (m m L H) <qlogg+ » Y mm( . ||a(hq1+r)|\>

0<h<X/q1<r<q
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y usando el |:| con v = "/(h+1)q en la suma interior obtenemos

n 1 n
min (| —, —— | < qlogq + (—+qlogq)
2 <m IIma||> 2 (h+1)q

0<m<X 0<h<X/q
n
1 —_— 1
<qlogg+ | D i > qlogg
0<h<X/q 0<h<X/q

n 1 X

<L qlogq+ — Z h——|-1 +(—+1)qlogq
q 0<h<X/q q

n X
< 2qlogq+glog (E+1> + Xlogq

y finalmente, notamos que

2log ¢ < log(2¢X)

X
—+1<X+¢<2¢X
q

lo cual es valido para todo ¢ > 1. En consecuencia:

1
Z min <£, —) < qlog(2qX)+E log(2¢X)+X log(2¢X) = (ﬁ + X+ q) log(2¢X)
oy m” [[mal| q q

]

Otra desigualdad importante en las sumas exponenciales es la desigualdad de Hua, la
cual proporciona un control efectivo de momentos altos de la suma exponencial asociada
a las potencias k-ésimas. En el método del circulo, este resultado es esencial para estimar
la contribucion de los arcos menores, permitiendo obtener decaimiento suficiente siempre
que el nimero de sumandos s sea suficientemente grande. En combinacién con el Lema
de Weyl, constituye la herramienta analitica central para el tratamiento del Problema de
Waring. Para los intereses de esta tesis unicamente colocaremos su enunciado.

Lema A.0.6 Desigualdad de Hua

Sea k > 2 un entero fijo y sea

Entonces, para todo € > 0, se tiene

1
/ (@) da < X2+,
0

La constante implicita depende unicamente de k y de ¢.
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Apéndice B
Sumas de Ramanujan

En este apéndice veremos propiedades basicas sobre las llamadas “Sumas de Ramanu-
jan” las cuales seran un paso crucial en la prueba del teorema de Vinogradov.

Definiciéon B.0.1

Para cualesquiera n,q € N se define la suma de Ramanujan en n y ¢ como

q
an
co(n) = el — donde e(x) = exp(2mix
=3 (“) (@) = exp(2rin)
(a,q)=1

Veremos que esta funcién es multiplicativa y con ello daremos una expresion en tér-
minos de la funciéon de Mobius y la funcion ¢ de Euler. Para esto recordemos los hechos
bésicos de la convolucién de Dirichlet. Para un analisis completamente detallado re-
visar [20].

Definicion B.0.2

Sean F,G : ZT — C funciones aritméticas. Se define la convolucioén de Dirichlet
de F'y G como la funcién aritmética

(F+Q)(n) =Y F(d)G (g)

d|n

Observacion. El conjunto de todas las funciones aritméticas F' : ZT — C, provisto de
la suma de funciones y de la convolucién de Dirichlet, forma un anillo conmutativo. En
particular, la convolucion de Dirichlet es conmutativa, es decir, '« G = G« F'. El elemento
identidad para la convolucion es la funcion e, definida por €(1) = 1y e(n) = 0 para n > 1.

El resultado mas celebre respecto a la convolucién es la respectiva formula de inversion.
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Teorema B.0.1 (Formula de inversion de Mobius)

Sean F,G : Z+ — C funciones aritméticas. Entonces
F=1xG <= G=Fx*pu

donde 1(n) = 1 para todo n. En particular la funcion de Mdbius es el inverso de 1
respecto a la convolucion de Dirichlet:

lxpu=c¢

Con esto podemos probar el siguiente lema que nos ayudara en las propiedades ele-
mentales de las sumas de Ramanujan.

Lema B.0.1

Sea f:Q — C y sean, F,G : Z+ — C definidas por:
- k . k
=>_f (—) y G)= ) f (—)
P n n

F=1xG

entonces

donde 1(n) =1 para todo n. En particular

G=Fxpu

Demostracion. Reescribiendo la funcion F,

2/(0)-3 x0)

Agrupamos los términos segiin el maximo comin divisor d = (k,n). Para cada divisor
d | n, consideramos aquellos k con 1 < k < n tales que (k,n) = d, de modo que

-3 2 ()

dln =
(k, )d

Si (k,n) = d, podemos escribir k = md con 1 <m < %y (m, %) = 1. Con este cambio
de variable se obtiene

anif(

din m=1

(m,n/d)=

) ZG( ): (1%G)(n)

por lo tanto, aplicando la férmula de inversion de Mobius a esta identidad, se concluye
que G = F * pu. O
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Corolario B.0.1

La suma de Ramanujan c,(n) es multiplicativa en la variable q y, ademas

en particular, si (¢,n) =1 entonces c,(n) = p(q),

\.

Demostracidn. La primer parte es inmediata, pues por el [Lema B.0.]

¢y(n) = (F % p)(n)

donde
q .
Z an q siq|n
F = —_—) =
@ p— e q ) {O si an

la cual es una funcién multiplicativa en ¢ y, dado que la funciona de Mdbius también lo
es, tendremos pues que ¢,(n) es multiplicativa. Por otro lado

ca(n) = (Fx p)(n) = Y_pu(DF() = D w(Sd= Y u(3)d

dlq dlgydin d|(n,q)

d|(n.q)

a_
d

suma podemos hacer el cambio de variable d = £ con ¢ | g, obteniendo

cu(n) = _pulg'e)?

clg

Sea g = (n,q) y escribamos ¢ = ¢'g, donde ¢’ = g, entonces q'%. por lo que en la

Note que si (¢, c) > 1, existird un primo p tal que p | ¢ y p | ¢, entonces p? | ¢c, lo
implica que p(q¢'c) = 0, por lo tanto, la suma sera unicamente para aquellos (¢',c¢) =1, lo
que permite separar la funcion multiplicativa: p(q¢'c) = pu(q’)u(c). Siendo,

) = Yol = Y ol — o Y M
clg clg clg
(g",0)=1 (¢",0)=1
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la suma es multiplicativa, y puede escribirse como un producto sobre primos,

X re- ()= 10 5)

(¢7,0=1 (q".p)=1 pla’

este ultimo paso se da pues, p | qprq' < p| (nq) prq'. Ademas notemos que los
primos que dividen a g y no dividen a ¢~ son exactamente los primos que dividen a ¢ y
no dividen a ¢”, por lo tanto

obtenemos finalmente que

plg

plg”
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