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Una recurrencia lineal es una sucesion { n} c C que cumple una relacion de la siguiente forma:
ne

X =a(n)X

o o tay(n)X, o+ +a (n)X . +b,  conaln)b(n)eC

donde X', X,,.... X, | estan dados. La llamamos homogenea si b =0y no homogenea si b # 0

El objetivo que quisieramos es encontrar una formula general para una recurrencia lineal

Para simplificar, en este documento unicamente trataremos con el siguiente tipo de recurrencia lineal

Definicion 2

Una recurrencia lineal con coeficientes constantes es una sucesion {X n} N S C que cumple una relacion de la
ne

siguiente forma:

donde X X, ... X, | estan dados. La llamamos homogenea si b =0y no homogenea si b # 0

N _—

Veremos dos formas de encontrar una solucion general



METODO LINEAL




Para este metodo unicamente considerarelos R.LL.C.H

Ejemplos. —

® La sucesion de Fibonacci: F, ,=F  +F , s =h(emi =]

e La sucesion de Lucas: L =lve e REiH A3l

n+2 n+1 G4 0

n+3 :Xn+2_Xn+1+Xn’ XO =1 X, =0, X




Consideremos la relacion de recurrencia X, =rX _ +sX donde no se especifican los valores iniciales

entonces si {W

} y {Y } son R.L.C.H tales que cumplen la relacion de recurrencia, tendremos que
") neN neN

n
tambien cumple la relacion de recurrencia

Z he=alWes 5 Bb Y or =alrW e s W Vtib(r ¥ GabsY o =tar W ot iasW R byl uee s s

n+ n+

=(arW,_,, +brY  )+(asW_ +bsY ) =r(@W ,+bY

n+1

Vsl Wet DA RIind it S

. Que acabamos de hacer?

Teorema

Sea V' el conjunto de recurrencias lineales c.c tales que cumplen la recurrencia X o, =7X _ +sX

entonces V es un espacio vectorial sobre C (de dimension 2)

Uy =0 U, =1
V,=1 V, =0

Obs. — La base "elemental" es {U n,Vn} c V dadas por {



Sin embargo podemos dar otra base para nuestro espacio que nos sera mas util

Definicion

Dada una recurrencia lineal

Xn+k = aan+k_1 +a,2Xn+k,_2 +---+aan, con a, € C

.. . .. . k k-1
definimos a su ecuacion caracteristica a la ecuacion z* = a " ~+--+a;, ;T +a;

9 7°+\/fr2+4s r—\/r2+43

Xn+2=an+1+an = " =T1r+s = 0= , Oy =

2 2
ysean U_=oa, V. =og sucesiones. Veamos que {U n,Vn} es base del espacio V.
n+2 W n A n+1 T
eSio; #a, = U, V son LI
c T ol n n
es base .. dc,co € Ctalesque X =c U +c¢,V =c0q +cy0,



Ejemplos. —

e [La sucesion de Lucas: Ln

2=Ly=c+c
= 1 = 6122—62 = (2—02)a1+c2a2:1

1-2a; -5
=3 200 O GRERIGL Co Bl = CL i X

_O°2_°‘1_—\/g_

2 2

. de lo anterior L, = (1)&? X (1)(13 = [

)5




Teorema

Dada una recurrencia lineal c.c

Xosk =X g Yoo X o+t X, cona, eC

con valores iniciales X .....x0, . Sj OLy,.--,0, son las raices (distintas) de su polinomio caracteristico , entonces

la ecuacion general de la recurrencia viene dada por

h— n o o 0 n
Xn =c 0+t c 0

donde las constantes cy,..,c; se pueden encontrar resolviendo el sistema

-

Xy =c +te,

_ k—1 k-1

.. Que pasa si una raiz tiene multiplicidad mayor a 17



En este caso, digamos, a tiene multiplicidad d consideraremos las sucesiones

ol B =Ty e B n% o

Ejemplo. —

e [.a sucesion a .4 = 5an e 6an e 4an sk 8an tiene como ecuacion caracteristica

z*=52° —62° —42+8 = (z-2°@+1)=0 = o, =-1ya,=2

donde o, tiene multiplicidad 3, por lo que la ecuacion general vendra dada por

R n n n Dise <
CLn = ClOtl —|—CQOLQ +63nOL2 +c4n OL2




METODO SERIES




Definicion

Sea, {an} N S C, z, € C, llamamos por serie de potencias centrada en z, a una serie de la forma
ne

o0

Z a, (z- zo)"

n=0

(0.0)
Obs 1.— Para los hechos que queremos utilizaremos z, = 0 y en este caso diremos que la serie f(z) = Z anzn

es la Funcion Generadora de a, n=0

Obs 2.— Normalmente en el estudio de funciones generadoras nos es irrelevante el radio de convergencia.

Obs 3.— Sin entrar en los detalles tecnicos (convergencia normal y uniforme) se tienen las siguientes

operaciones en las series de potencias

o Z Zb v Z(an+bn)z" é—i— Z = Znanzn_l
n=1

o0 o0 o0 n

o0 (00)
n s n o OZaz”=szn = = s 1)
o Zanz b,z" | = chz con ¢ = Zakbn—k n n n n

n=0 n=0 n=0 k=0 n=0 n=0




Un ejemplo de series de potencias son las Series de Taylor, de las cuales podemos hacer uso

Ejemplo. —
e Encontrar la funcion generadora de a, =n
Tenemos que = Zz” = ese b ann_l == ——222 nz'
Lo n=0 (1 I< Z) n=1 (1 i Z) n=0
= —% es la funcion generadora de a, =n
(1-2)

., Como nos ayudan en la ecuacion general de recurrencia lineal?

Con este metodo podemos resolver R.L.C no homogeneas y homogeneas




Ejemplo. —

e Encontrar la ecuacion general de la sucesion dada por a, , =a,

o0

Llamemos f(z) = Z @57

n=0
1) Por un lado

11t2a,+1 a5=0, ¢; =1

Multiplicamos ambos lados por o = an+22n+2 o an+1zn+2 + 2anzn+2 e
o0 o0 o0 o0
4 Zan+2zn+2 L Zan+lzn+2 bt ZQanzn+2 s Zzn+2
n=0 n=0 n=0 n=0
o0 o0 o0 o0

o0 5

n LB VoA 2 n 2 n

= Zanz —&1Z—CL0—Z Zan CI,O + 22 Zanz 27 ZZ
n=0

n=0

o0



2) Por otro lado

= A 2 ¢ SR e
: _(1—z)(1—z—222)_(1—2)(1+z)(1—2z) e T (e R L

oz=1+2)1-22)A+(1-2)1-22)B+(1-2)(1+ 2)C




: CY (@
(e 8 B R (S L e B ey e R T8 ) 7

pero por Taylor tenemos que

1 1 2 < 1 1 2
= f2)=-2) 2" =) ()" +2) (29)" =—=) "= ()" + 2 ) 27"
2 6 3 2 6 3
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
S - 1 — 2 a1 2
] __zn_+_ AL _1 nzn_l_ _ann k) SN ol Tk G ) 1 n+_2n Zn
s i G DlRs- Gl
n=0 n=0 n=0 n=0
Pero nosotros teniamos que f(z) = Zanz" por lo que
n=0
(0.0) o0
Y ) 1 2
a z" =Y [-———(- D" +=2"z" < a =-——-—(-1D)"+=2"
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