
Lorenzo Antonio Alvarado Cabrera

De Dirichlet a Esperanzas ¿O al revés?

25/febrero/2025



Contenido

Funciones Multiplicativas

Convolución de Dirichlet

Series de Dirichlet

Esperanzas y Varianzas



Definición 1

Funciones Multiplicativas

1MultiplU icati ivana func on  es llamada  s: i para cualesquiera ( , )f n m+ → = 

( ) ( ) ( )f nm f n f m=

Completame :Y nte Mua ltil pl icm a ts ia vd ae  l a  si

 ( ) ( ) ( ,   ,)f nm f n f m n m∀= ∈ 

Ejemplos:

 ( )f n n• =

|
 ( ) k

k
d n

n d• σ = ∑
(R  Si |  con , ) 1    |azon:  ó |d nm n m d n d m= ⇒

{ } ( ) # : ( , ) 1n m n n m• ϕ = ≤ =

1si ( 1)
 ( ) 1   si 1

0 e.o.c

k
kn p p

n n

 =−
• µ = =





 1( ) 1n• =

 id ( ) k
k n n• =



Funciones Multiplicativas

Proposición 1

1Si  es multiplicativa entonce (1): s f f+ → = 

Proposición 2

( )

1
 es  si, y solomultiplic   ativa (: ( ) ( ) )si, pi

k
nk

i
i p

f f n f p f pυ

=

+ = =→ ∏ ∏ 

Proposición 3

( )completamente multip (i es  si, y olicat  va i:  s lo s , ) ) ( p n

p
f f n f p υ+ =→ ∏ 



Funciones Multiplicativas

Corolario

Se tiene que:

0 ( ) (1 ( ))p
p

n n• σ = + υ∏

( ) ( ) (1 1 )p n

p
n p pυ

• ϕ = −∏

Demostración. −

( )
0 0  ( ) ( )p n

p
n pυ

• σ = σ∏ (1 ( ))p
p

n= + υ∏

( ( ) 1) 1 ( )
1

p n k

k k
p

pn
p

υ +
−

• σ =
−

∏



Convolución de Dirichlet

Definición 2

Sean  se define a laConvolució : de  ,  y  como: nf f gg + → 

|
( )( ) : ( ) ( )n

d
d n

f g n f d g∗ = ∑

Ejemplos:

  (1 1)( )n• ∗ =
|

1( ) 1( )n
d

d n
d ⋅∑ 0

|
1 ( )

d n
n= = σ∑ 0 1 1⇒ ∗ = σ

  (id 1)( )k n• ∗ =
|

id ( ) 1( )n
k d

d n
d ⋅∑

|
( )

k
k

d n
d n= = σ∑  id 1k k⇒ ∗ = σ

  ( 1)( )n• ϕ ∗ =
|

( ) 1( )n
d

d n
dϕ ⋅∑

|
( )

d n
d nϕ= =∑

0 1 ⇒ ϕ∗σ = σ1 ( 1) 1⇒ ϕ∗ ∗ = σ

1id 1∗ = σ

1 (1 1)⇒ ϕ∗ ∗ = σ 0 1
|

 ( ) ( ) ( )n
d

d n
d n⇒ ϕ σ = σ∑

 1 id⇒ ϕ∗ =



Convolución de Dirichlet

Teorema 1

funcione sS s arit tmec tiu co ad si  deno a el onj nt  e  (1) 0con , entonceF f ≠ ( , )F ∗
grupo abeliano.es un 

Corolario

sfuncS ion eso   ml uc ln tu it p le ici tde in t aa e  o j n o d  , na v oˆ es  t nceF ˆ( , ) ( , )F F∗ ≤ ∗

¿Quien es el neutro?

1El neutro de la operac (ion ) es :: nn =ε =   f f⇒ ∗ ε =

¿ Inversos?

Formula de inversion de Möbius:
11      es decir    (1)−∗ µ = ε µ =



Series de Dirichlet

Definición 3

:Serie S de D rean ,  lse defi  i ich ene la  asociada a comot:f f+ → 

1

( )( ) : ,   f s
n

f nD s s
n

∞

=

= ∈∑ 

Obs.-
 Hay teoremas que garantizan la existencia de un semiplano de convergencia•

 En tal caso la funcion ( ) resulta analitica en dicho semiplano.fD s•

Ejemplos:

1  ( ) ( )D s s• = ζ

id
0

id( )  ( )
s

n

nD s
n

∞

=

• = ∑ 1
0 0

1 ( 1)
s s

n n

n s
n n

∞ ∞

−
= =

= = = ζ −∑ ∑

id
0

id ( )
  ( )

k

k
s

n

n
D s

n

∞

=

• = ∑
0

( )
k

s
n

n s k
n

∞

=

= = ζ −∑



Series de Dirichlet

¿Y esto de que me importa?

De forma directa tenemos:

[ ( )]sf N
1

1 1( )
( ) s

n
f n

s n

∞

=

=
ζ∑ 1 ( )

( ) fD s
s

=
ζ

De donde entonces 1[ ( )] ( )
( )

k
k

s ff N D s
s

=
ζ

 por lo que:

[ ( )]sVar f N

1

1 ( )
( ) s

n

f n
s n

∞

=

=
ζ ∑

2 2
2 2[ ( )] [ ( )]f N f N+=   2

2
2

1 1( ) ( )
( ) ( ) ffD s D s
s s

= +
ζ ζ

Entender a las series de Dirichlet nos ayudara a estudiar esperanzas y varianzas



Series de Dirichlet

Teorema 2 (Producto de Euler)

1 0

( ) ( )( )
m

f s ms
n mp

f n f pD s
n p

∞ ∞

= =

= =∑ ∑∏

multipli :S cati ,:ea   en ev t c sa onf + → 

completamente m :ultiplicy  ativa si  es , entoncesf
1

1

( ) ( )( ) 1f s s
n p

f n f pD s
n p

−∞

=

 
= = −  

 
∑ ∏

Demostración. −
1[ ( )] ( )Sabemos qu  

)
e

(s ff N D s
s

=
ζ



¿Y entonces porque funciones multiplicativas?

pero por otro lado, dado que  es multiplicativaf

( ) [ ( )]  [ ( )]p sN
s

p
f N f pυ

⇒ = ∏  ( ) [ ( )]p sN

p
f pυ

= ∏
0

 ( ) (1 )m ms s

mp
f p p p

∞
− −

=

= −∑∏



Series de Dirichlet

0
 [ ( )] (1 ) ( )s m ms

s
mp

f N p f p p
∞

− −

=

⇒ = − ∑∏
0

(1 ) ( )s m ms

mp p
p f p p

∞
− −

=

= − ∑∏ ∏

0

1 ( )
( )

m

ms
mp

f p
s p

∞

=

=
ζ ∑∏

0
)1 1 ( )  ( [ ( ])

( ) ( )

m

f ms
mp

sN f pD s
s s

f
p

∞

=

∴ = =
ζ ζ ∑∏

1 0

( ) ( )m

s ms
n mp

f n f p
n p

∞ ∞

= =

⇒ =∑ ∑∏

y si  es completamente multiplivativa, entoncesf

01

(( ) )m

p
s

n
ms

m

f n f p
n p

∞∞

= =

⇒ = ∑∑ ∏
0

( )m

ms
mp

f p
p

∞

=

= ∑∏
0

( )
m

s
mp

f p
p

∞

=

 
=  

  
∑∏

1
( )1

s
p

f p
p

−
 

= −  
 

∏



Series de Dirichlet

( )D sµ =

Ejemplo:

( ) es multiplicativa, por lo quenµ

1

( ) 
s

n

n
n

∞

=

µ∑
0

( )m

ms
mp

p
p

∞

=

µ
= ∑∏ 11

s
p p

 
= −  

 
∏ 1

( )s
=
ζ



Series de Dirichlet

¿Y la convolucion que pinta aqui?

Teorema 3

Sean , entonces se tiene que:, :f g + → 

( ) ( ) ( )f g f gD s D s D s∗ =

1 1 1

( )( ) ( ) ( )
s s s

n n n

f g n f n g n
n n n

∞ ∞ ∞

= = =

   ∗    =
   
   

∑ ∑ ∑

Ejemplos:

0

1

( )
 

s
n

n

n

∞

=

σ
• ∑

1

(1 1)( )
s

n

n
n

∞

=

∗
= ∑ 2

1 1

1( ) 1( ) ( )
s s

n n

n n s
n n

∞ ∞

= =

   
   = = ζ
   
   
∑ ∑

1

( ) 
s

n

n
n

∞

=

ϕ
• ∑

1

( id)( )
s

n

n
n

∞

=

µ ∗
= ∑

1 1

( ) id( ) ( 1)
( )s s

n n

n n s
sn n

∞ ∞

= =

   µ ζ −   = =
ζ   

   
∑ ∑



Series de Dirichlet

Resumen:

1[ ( )] ( )
( )s ff N D s
s

=
ζ

 2
2

2
1 1[ ( )] ( ) ( )
( ) ( )s ffVar f N D s D s
s s

= +
ζ ζ

y tenemos:

Tenemos el problema de calcular

En general

( ) ( ) ( )f g f gD s D s D s∗ =

Si  es multiplicativaf

0

( )( )
m

f ms
mp

f pD s
p

∞

=

= ∑∏



Esperanzas y Varianzas

Entonces obtenemos de forma inmediata los siguientes:

1 11
(

[ (1( ) )
)

]s D s
s

N• = =
ζ



id
1 [ ] ( )
( )

[id( )] ( 1)
()s s D s
s

N N s
s

•
ζ

=
−

= =
ζζ

 

] [id ( )k sN• 

) 1 ( )(
( )

[ ]s DN s
s µ•

ζ
µ =

id 1([ ( ) 1 1 ) (
(

] )
( ) )k kk s D s s
s

N D
sσ ∗=

ζ ζ
σ• =

id
1 1 ( ) ( )
(

[ ( )]
) ( )s D s D s

s
N

sϕ ∗µ• = =
ζ

ϕ
ζ



id
1[ ] ( )
( ) k

k
sN D s

s
= =

ζ
 ( )

( )
s k

s
ζ −
ζ

=

2
1
( )s

=
ζ

id 1
1 ( ) ( )
( ) k

D s D s
s

=
ζ

1 ( ) ( )
( )

s k s
s

= ζ − ζ
ζ

( )s k= ζ −

id
1 ( ) ( )
( )

D s D s
s µ=

ζ
1 1( 1)
( ) ( )

s
s s

= ζ −
ζ ζ 2

( 1)
( )

s
s

ζ −

ζ
=



Esperanzas y Varianzas

1 1 ( ) ( )
( ) (

[ ( )
)

]s D s DN s
s sλ ∗µ• = =

ζ ζ
λ 

Definición 3
Se define a la funcio :Liouvin lle de  como

( )( ) ( 1) nn Ωλ = −

2

|

1 si  ( )  
0 e.o.cd n

n kd
 =⊗ λ = 


∑ 2 2  1   n k n k= =⇒ ∗ λ = ⇒ λ = ∗µ 

2 2
1

1 1
( ) ( )s

ks k

∞

=

=
ζ

∑

1 ( ) ( )
( )

D s D s
s µ=

ζ 
2

2
1

( )1
( )

n k
s

n

n

s n

∞
=

=

=
ζ

∑


2 2
1

1 1
( ) s

ks k

∞

=

=
ζ

∑ 2
(2 )
( )
s
s

ζ

ζ
=



Esperanzas y Varianzas

Definición 4
Se define a la funcion Von Mang :de  co dt omol

log si ( )  
0 e.o.c

p n pn
α =Λ = 



|
 ( )
d n

d⊗ Λ∑

  1 log   log∴ ∗Λ = ⇔ Λ = ∗µ

( )

|
log( )p n

p n
pυ

= ∑

( )

|
( )p n

p n
pυ

= Λ∑
( )

| 0
( )

p n
m

p n m
p

υ

=

= Λ∑ ∑
( )

| 0
log

p n

p n m
p

υ

=

= ∑ ∑
|

( )logp
p n

n p= υ∑

( )

|
log p n

p n
pυ

 
 =
 
 
∏ logn=



Esperanzas y Varianzas

[ ( )] sNΛ• 

1

1Recordando que ( )  
s

n
s

n

∞

=

ζ = ∑

1 1  [ ( )] ( ( ))
( ) ( )sN s
s s

′⇒ Λ = −ζ
ζ ζ



1 ( )
( )

D s
s Λ=

ζ log
1 ( )
( )

D s
s ∗µ=

ζ log
1 ( ) ( )
( )

D s D s
s µ=

ζ

1

log( )
s

n

ns
n

∞

=

−′⇒ ζ = ∑
1

log  ( )
s

n

n s
n

∞

=

′∴ = −ζ∑

2
( )
( )
s
s

′ζ
−
ζ

=



Esperanzas y Varianzas

¿Y la varianza?

2
2

2
1 1[ ( )] ( ) ( )
( ) ( )s ffVar f N D s D s
s s

= +
ζ ζ

Depende de ....f

Proposición 4

4
1 1[ ( )]
(2 ) ( )sVar N

s s
µ = +

ζ ζ

Demostración. −
2Como  es multiplicativa    es multiplicativaµ ⇒ µ

2

2

0

( ) ( )
m

ms
mp

pD s
p

∞

µ
=

µ
⇒ = ∑∏ 11

s
p p

 
= +  

 
∏ 1¿ 1 ?

s
p p

 
+  

 
∏

1 1Sabemos que 1
( ) s

ps p

 
= −  ζ  
∏ 2

1 1 1
(2 ) s

ps p

 
⇒ = −  ζ  

∏ 1 11 1
s s

p pp p

   
= − +      

   
∏ ∏



Esperanzas y Varianzas

  ∴ 2
2

2
[ ( )] 1 1( ) ( )

( ) ( )sV D s D s
s s

ar N µµζ
µ = +

ζ

1 1 1 1   
(2 ) ( ) s

ps s p

 
⇒ = +  ζ ζ  

∏ ( ) 1 1
(2 ) s

p

s
s p

 ζ
∴ = +  ζ  

∏ 2 ( )D sµ=

.Obs −

(2 )( )
( )

sD s
sλ

ζ
=

ζ

1
( )
(2 )

s
s

−
 ζ

=  ζ 
( )2

1
( )D s

−

µ= 2 ( ) ( ) 1D s D sλ µ⇒ =

2 ( ) 1D sλ∗µ⇒ =

2 1  en la convolucion−∴ µ = λ

2 2
1 ( ) 1 1
( ) (2 ) ( ) ( )

s
s s s s

ζ
= +
ζ ζ ζ ζ 4

1 1
(2 ) ( )s s

+
ζ ζ

=



Esperanzas y Varianzas

Proposición 5
3

2
0

( )[ ( )] ( )
(2 )s

sVar N s
s

ζ
σ = + ζ

ζ

2
0Todo se resumen en calcular [ ( )]sNσ

2
0

2
0

1[ ( )] ( )
( )sN D s
s σσ =

ζ


2
0

0

( )1
( )

m

ms
mp

p
s p

∞

=

σ
=
ζ ∑∏

2

0

1 (1 )
( ) ms

mp

m
s p

∞

=

+
=
ζ ∑∏

•• •

Proposición 6
2 2

2 4 4
1 ( 1) ( 1)[ ( )]
( ) ( )s s

p

p sVar N
s p p s−

− ζ −
ϕ = +

ζ − ζ
∏
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Esperanzas y Varianzas

Demostración. −

2
2

2
1 1[ ( )] ( ) ( )
( ) ( )sVar N D s D s
s s ϕϕϕ = +

ζ ζ
2

2

2
1 1( )
( ) ( )

( 1)
( )

D s
ss s

s
ϕ

 
= +  ζ 

ζ −

ζ ζ

2

2

4
1 ( 1)( )
( ) ( )

sD s
s sϕ

ζ −
= +
ζ ζ

2 ( )D sϕ

2

0

( )m

ms
mp

p
p

∞

=

ϕ
= ∑∏

1 2

0

( )m m

ms
mp

p p
p

∞ −

=

−
= ∑∏

2 2 1 2 2

0

2m m m

ms
mp

p p p
p

∞ − −

=

− +
= ∑∏

1 2

2 2 2
2

s s s

s s s
p

p p p
p p p p p p

− − 
= − + 

 − − − 
∏

2

2 4
( 1)

s
p

p
p p −

−
=

−
∏

2 2

2 4 4
1 ( 1) ( 1)[ ( )]
( ) ( )s s

p

p sVar N
s p p s−

− ζ −
ϕ = +

ζ − ζ
∏
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