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Funciones Multiplicativas

Una funcion f : Z* — C es llamada Multiplicativa si para cualesquiera (n,m) =1
f(nm) = f(n)f(m)

Y es llamada Completamente Multiplicativa si:

flnm) = f(n)f(m), VnmeZ

Ejemplos:
k
e 1(n) = . Gk(n)=dzd
n

Oidk(n)znk Razon: Sid|nm con (n,m)=1 = d|ndbdd|m
o f(n)=n (D" sin=ppy

o u(n)=< 1 sin=1
. (p(n)z#{mﬁn:(n,m)zl} 0 0.0




Funciones Multiplicativas

Proposiciéon 1

Sif:Z" — C es multiplicativa entonces f(1) = 1

Proposicion 2

k
f:Z" — C es multiplicativa si, y solo si, f(n) = Hf(pzk) = Hf(pup(n))
1=1 D

Proposicion 3

f: 757 > C es completamente multiplicativa si, y solo si, f(n) = Hf (p)up(m

p



Funciones Multiplicativas

Se tiene que:

+ oym) = [Ta+o,m)

e o(n)= """ @-1/p)
p

| -

Corolario

Demostracion. —

o oy(n) = [ oo™ =
p

[Ta+o,m)
p




Convolucién de Dirichlet

Definicion 2

Sean f,q:Z" — C se define a la Convolucién de f v g como:

(f*g)(n) =D f(d)g

d|n
Ejemplos:
(1xD)(n) = D Ud)-U%) =D 1=0y(n) = 1*l=0,
dln d|n
o (id, *1)(n) =) id, Zd ) = id, *1=o0,
d|n d|n
e (px1)(n Z(p ) :Z(p(d):n = ¢o*1=id
dn d|n
id*1=o0,

= (p*xl)*l=0c, = @x*(1*l)=0, = ¢*c,=0, = Z@(d)oo(g)zsl(n)
d|n



Convolucién de Dirichlet

Teorema 1

Si F' denota el conjunto de funciones aritmeticas con f(1) # 0, entonces (F',*)
es un grupo abeliano.

Corolario

A

Si [ denota el conjunto de funciones multiplicativas, entonces (F,*) < (F,*)

;, Quien es el neutro?
El neutro de la operacion es: g(n) =1 __, = f*xe=f

.. Inversos?

Formula de inversion de Mobius:

l*p=¢ esdecir p=(1)"



Series de Dirichlet

Definicion 3

Sean f: Z" — C, se define la Serie de Dirichlet asociada a f como:

D (s) ;=Zf(”), seC

S
n=1 T

Obs.-

e Hay teoremas que garantizan la existencia de un semiplano de convergencia

e En tal caso la funcion D f(s) resulta analitica en dicho semiplano.

Ejemplos:
e Dy(s)=C(s)




Series de Dirichlet

.. Y esto de que me importa?

De forma directa tenemos:

c 1 < f(n) _ 1
B[f(N,)] =D f(n)=—=— D (s)
; C(S n’ (;(s ; n’

De donde entonces E[fk(NS)] = g(l ) Df «(s) por lo que:
S

Var[f(N )] =E[f2(N2>]+E2[f(N2)] =——D 2(5)+2—

Entender a las series de Dirichlet nos ayudara a estudiar esperanzas y varianzas



Series de Dirichlet

.. Y entonces porque funciones multiplicativas?

Teorema 2 (Producto de Euler)

Sea f : Z" — C multiplicativa, entonces:

Demostracion. —

. 1
Sabemos que /(N )| =——D f(s) pero por otro lado, dado que f es multiplicativa

(s)
= Bl(N,) = B [r0"" ) = TR = TTY f6™p ™0 -p~)
p p

p m=0



+~
D)
p—{
=
)
o p—
S~
A
D)
)
0p)]
D)
o p{
~
D)
N

y si f es completamente multiplivativa, entonces




Series de Dirichlet

Ejemplo:

w(n) es multiplicativa, por lo que




Series de Dirichlet

.Y la convolucion que pinta aqui?

Teorema 3

Sean f, g : 7" — C, entonces se tiene que:

D,.,(s)=D(s)D, (s

S0l _ [i f(n)J{i g<n>J

n=1 n=1 T n=1 T




Series de Dirichlet

Resumen:
Tenemos el problema de calcular
ELA(N,)] =~ D, (s Varlf(N,)] = D .(s) + ——D2(s
C(s) C(s) 2 (s)
y tenemos:
En general Si f es multiplicativa

Df*g(s) = Df(S)Dg(S) Df(s) — H Z fp™)
p




Esperanzas y Varianzas

Entonces obtenemos de forma inmediata los siguientes:

e B[I(N )] =——D,(s) = 1




Esperanzas y Varianzas

Definicion 3

Se define a la funcion de Liouville como:

1 81n:k2
® § Md) = 1#h=1 ., A=1 ,=*
d|n () {0 €.0.C = =k - S
1 1 1 1 I _ .(n)
e E[MN )]=—D, (s) =— Dy, _ Do($\D _ n=k
M= g P =g P =g PR = 0 2




Esperanzas y Varianzas

Definicion 4

Se define a la funcion de Von Mangoldt como:

1 in=np*
A(n) _ ng S1 N p
0 e.0.C

v, (n)

v, (n)
® ZA(d) — ZA(p°p<”)) —~ Z A(p™) = Z Z logp = Zop(n)logp

d|n pn pln m=0 pln m=0 p|n

= Zbg(pup(ﬂ)) ~log| [T | = logn
pln pln

1*A=log < A =log*u



Esperanzas y Varianzas

Recordando que {(s) = Z% = ('(s) = Z —logn Z logn _ —C'(s)

S
n=1" n=1 T n=1




Esperanzas y Varianzas

.. Y la varianza?

Var(f(N,)] = @sz(S) + = )D?(S) Depende de f....

Proposicion 4

Demostracion. —

Como p es multiplicativa = p,t2 es multiplicativa
2

= DMQ(S)zl_[f:'”l (2:1)_1_[{1+%j LH{1+18}?
p m=0 p

p D D p

R

1
2s

Sabemos que 1 = H 1 _ 1 =
&(s) D p°



Esperanzas y Varianzas

p p p b

1 1 9 1 &(s) 1 1 1 !
ar =V 2\s Dy (s) = )
V= e Pt o P T e T e e @) g

= D?L*MQ (3) - 1

MQ =271 en la convolucion



Esperanzas y Varianzas

Proposiciéon 5

3
Varlo (N )] = 2(2(;) +¢2(s)

’ p m=0 m=0 P oo
1 1 1
Varle —H (Zp (8 )
Ss) 2 2 p2—p' h(s)
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Esperanzas y Varianzas

Demostracion. —

2
Varlp(V,)] = ——D,2(s) + ——D2(s) = =~ D_.(s) +— F(S_D}
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