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Formula de Stirling

El objetivo de los proximos teoremas es demostrar la formula de Stirling

[(t) ~ ot ™2

Teorema 4

Sea X, ~ Gamma(t). Para todo 0 <t < oo se tienen:

oy'(t) = Var[log ] Z

]=0
o lim y(t) —log(t) =0
t—oo
1 1 1 ) 1 1 1
—+ + —+—+—
Eooat®e(t+1/14)° | _ (t) < t o 6t
1 1 1 1 1 1 1 1
g n _ —+ + —
9 3 5 t 2 3
t 92 63 3045 | 2° 6t t+1/8




Formula de Stirling

Teorema 5

Para todo t > 0 se tiene:

11 1 1
log(t) — % o2 log(t) — o 9
12¢ 12(t +1/4)
P < y(t) <1
ooy L1 1 11 1
oglt) - - ——+ 1 log(t) - — -
1262 120(t +1/8)* | k 2t 12¢2 120t

1 1 1 , 11 1 1 1 , 11 1
—+ + <vy'(z)<—+ + = + <y'(z)——< +

T2 6(x+1/14)° T 92z 617 202 6(x +1/14)° 2% 6z°

por lo que para 0 <t < x

w1 1 o 1 w1 1
= + dx<j \V(x)——dx<j + dr
t2z?  6(z +1/14)° t T t 2z% 627




Formula de Stirling

= {_2196_ 1 } <[\|/(a:)—log(m)}zo {_i_ 1 L

12(z +1/14)% |, 122
1 1 1 1

= —+ <O—[\y(t)—log(t)]<—+—

teod 2t 12(¢ +1/14)? 2t 12¢*
1 1 1 1

log(t) ~ -~ —— < wlt) < log(t) - -_- ;

2t 12t 26 12(t +1/14)

la segunda desigualdad se obtiene de la misma forma -

A partir de esta ultima podemos obtener la formula de stirling




Formula de Stirling

Corolario (2da parte teorema 5)

Para todo t > 0 se tiene:

1 ( 1
12t + 6/7 o r(t) N 12t
(0)
11 & Jomtt Y2t I 1
12t 36043 \1275 360(t + 1/8)3

y por tanto
I'(t) ~ ot Y2t

Dem. — Definimos L(y J v(z) — log(z) + idm y veremos que lim L(y) existe.
2x Y—>0

Jg Notemos que L(y) es decreciente

En efecto, por el Teorema 5:

11 1 1
log(z) = ——~—— < y(z) <log(z) — ——~ .
28 12y 22 12(z +1/14)
1 1
= y(z)-log(z)+— < - <0

20 12(z +1/14)?



Formula de Stirling

, 1
por lo que L'(y) = w(y) —log(y) + % <0

© Notemos que L(y) es acotada inferiormente

1 | 1 1 1 1 1 1
—— < y(z) - log(z) + —— < - ; = — - —<Ly)< -
12z 22 12(z +1/14)* () 12y 12 12(y +1/14)  12(¢ + 1/14)
1 . .
— - — < o lim L(y) existe
12t ) Yy—>0 I_|
JTAhora, por lo anterior = L1 < L(y) < ! — L
(« 12y 12t 12(y +1/14)  12(t + 1/14)
. 1
= ——< lim L(y) < -
yoo 12t yow 12( +1/14)
1 1 1
= ——X x)—log(z) + —dxr < —
12t i V(@) = log(z) 2 12(t +1/14)

1 1 1
- ——< {bg [(z) — zlog(z) + = + Elog(l‘) <=
t




Formula de Stirling

1
12(t + 1/14)

1 1
= ———<c—|logl'(t)—tlog(t)+t+ —log(t) | < —
o {g() g(?) 5 g()}

1
pero log [(t) - tlog(t) +  +log(t) = log T'(£) — log(") + log(e!) + log(t¥?)

r(t)ett¥? r'(t)
= log [tfj = log (WJ

1 (%) 1 1 I'(%)

1
—-—<c—-log| —— | < - _— <1lo .
124 ° [t“/ 26—15] 12( + 1/14) 1206+ 114) ° ( tt1/2e—tJ

S o |—|

| ., Quien es ¢?7  de lo anterior tenemos que

1 ['(t) 1 . ()
c+ <log| ———|<¢c+— = c¢=limlog| ———
12(t + 1/14) $t-1/2, 12t 150 dom | 12

I'(2¢
:eczlimi = lim (2t)
{—>0 tt_1/2€—t t—>2tt—o0 (2t)2t_1/26_2t

usando la formula de duplicacion:



Formula de Stirling (OT(t +1/2)

2011
T(2t) = 2 5

r(2) . 1 o T +1/2)

= ‘= lim = lim
o0 (Qt)2t—1/2€—2t 500 <2t)2t—1/26—2t r(1/2)

= lim ——T()[(¢ +1/2)
) t2t—1/26—2t 92t-1/2

B S ¥ ) S X Ve Vo [ ) M IS W S
_tggal“(l/Q) ft=1/2 (t+1/2)t+1/2—1/2€—t—1/2 (2612 -2 2

1/2 t-1/2 —t 1/9)t o~ t=Y/2
_ L2 e (e )(t+1/2)"e
/Tc 2 P t2t—1/26—2t

2¢ t —2t-1/2 2¢ 4 1/2) e Y2
Ny O T e e L
275 t—0 tt€_2t 27'[ t—0 tt

62C _1/2 1/2 ¢ 620 . 620
=-—&¢ Ilmll+— | = Soooe = & Cc= log(\/27t) I—|
V21 t—>00 t V21 V27

Regresando a la desigualdad...



Formula de Stirling

L < log & —c<i = L <lo L) < L
12(t +1/14) $=1/2,~t 12t 12(t +1/14) g Jomtt V2t ) 12t

finalmente tomando t > = lim log () =0
0 ot Y2

I(#)

& lim < I(t) ~ ot Y2t

to0 o2t




Formula producto de Gauss

Ahora probaremos la formula producto de Gauss, que generaliza a la formula de duplicacion

Teorema 6

Sea p > 2 un entero y ¢t > 0.Sean Xt’Xt—i-l/p""’Xt—l-(p—l)/p variables gamma independientes.
Entonces:

p—1

p — p
p HXtH'/p =X
1=0
pP'” 1/2HFt+z/p 27I (r-Df2p ['(pt)

Dem. —

| Por el Teorema 2

plog(X ) =-py+p) | ———
pn 7+1 j+pt

Separaremos los sumandos en congruencias



Formula producto de Gauss

para j =i(modp) coni=0,1,....p—-1 < j=pk+i coni=01,...,p-1 yk=>0

Y | .
k+1
= lo = — P
b g( PY = plz(;‘;[pk+z+1 pk + 1+ pt
p—1 o Y
p pk+i
=-py+ > ) — .
e Pk i+ k+(t+1i/p)
-1 o
Z—PY+pZ:Z p 1 1 Y phei
e pk+i+l B+l k+1 k+ (t+1i/p)
p—1 00 Y p—1 o
1 pk+i 1
(S e e )
P = kE+1 k+(t+z/p) == pk+z+1 kE+1

b~

p—1 1 o p—1
P 1
= E t+z/p )+ E ( — — j: E log(Xt+Z./p)+S
P Py pk+1+1 k+1 Py I—|

’L:

I .. Que pasa con el segundo sumando?



Formula producto de Gauss

recordemos que por el Teorema 4

dicha serie converge unfiormemente para x > 0 , de donde

t l 1
"(z)dx = ——dz
Jive L (1 k)2
t, &1 &t 1 < 17
= y(t)-wy(l) = 1\V($)dx _.[1 Z:(:)mdx _Z_:L( + k)? dx_;[_“kl
00 1 1 % 1 1
=) |- - == -
g‘[ t+k 1+k} %Lm k+1}




lﬂ&ﬂgﬂg&ﬁ&gﬂ!ﬂ!&’!

SR 1
con esto obtenemos .. Z L{ A - } = y(l) - y(?)

Py kE+1
p—1 o p—1 o
1 1 1
§=2 (pk+pz’+1_k+1) ) (k+z+1/p k+1]
i=0 k=0 =0 k=0
p—1 p—1 )
1 +1
= (v - (i +1)/p)) = py() - > w(—)
i=0 i-0 P
que es una constante finita. I_|
| Con esto obtenemos
-1
= plog(X Zlog t+2/p>+S = log( Xp = log HXt+7,/p
1=0

p—1

. p _ S

: Xpt_e I IXtJri/p
7=0



Formula producto de Gauss

. S
Yy para saber quien es € , saCallloS esperanzas

N E[XngeSE me/p} HE[ tﬂ./pJ

Cpt+p) _ sTpLt+i/p+l) _ sfpl+i/pl+i/p) ST
W_e z—[ (¢ + 1/ p) - g O(t +1i/p) e g(tJrZ/p)
P -1
:eSHl(pt”L”:) =65Lp (pt + 1)
=0 P pp 1=0

pero del lado izquierdo

Tpt+p) _ (pt+p-Dl(pt+p-1) (pt+p-1)(pt+p—-2)L(pt+p-2)
[(pt) [(pt) [(pt)
_(pt+p-Npt+p-2)... ﬁptﬂ ¢S = p?

I'(pt) 0

ppHXtH'/p = Xp
1=0

de donde




Formula producto de Gauss

= ppHX X?

1
J—Finalmente, de lo anterior sea t = —
p

elevando a r y tomando esperanza

£ L ) r r
ol = ol o e e

p
= ppTHF(i/p+7"):Fpr+1H (i/p)
1=1 1=

Hrz/p+r

Obs. — Notemos que tenemos una constante involucrada HF(Z/ p) =

iy pr+1

que no depende de r, por lo que podemos tomar r — o

H z/p (21) (p-1)/2 —1/2




Formula producto de Gauss

de donde

= Pmlﬁ[ i/ p + ) = T(pr +1)(2n) P02 12
1=1

1
= pPr F(T——i_lﬁr Z/p+7’ prI(pr)(2n) (p-1)/2 —1/2
L(r) g
1
i F%D ﬁr (ifp+r) = (2m) "1 (pr)

pP"” 1/2HFz/p+r (2m) (p= 1/2 ['(pr) -




Formula de reflexion

Finalmente se concluye con una prueba de la formula de reflexion, para esta necesitaremos

la expresion en producto infinito de la funcion gamma

Teorema 7

Para ¢ > —1, tenemos

E[e! )] =1 +¢) = ¢
| = H 1+ t/]
donde Y ~ exp(1)

Dem. — Tenemos

Efet o8] = j"oe

tog(y)o =y gy, = -[0 yle Vdy = T(t +1)
0

Ahora, recordando que por el Teorema 2, dada X, ~ Gamma(t)

n—1 Y
1 j t+1
log(Xt) =Y+ J_ZO i+ 1 - i+t + log(Xt+n (t + n)) + dn,t , COon ‘dn,t‘ < n



Formula de reflexion S

y como Y ~ exp(l) ~ gamma(l)

log(Y) =

= T(1+1t)=Ele'e¥)] =

n—1 1 Yj
log(X,) =~y + ;0 1l log(X,,,,/(1+n)+d,,

j=0 ]+1 ]+1

n-1 1 Y.
E{ —yt+tlz —]]+t log(Xn+1/(1+n))+tdn’1 :|
e

n-1 1 Y.
= [E b2
oVt L7 j+l g+l 61&log(XnH/(1+n))€tdm1

tY.
j

tp—1 t
—nat Hejﬂ il [t = 7
1+n L




Formula de reflexion -

n—1 1 ' t
= e_yt H . 6t/(‘]+1) E Xn+]_ etdn,l
j:01+t/(j+]-) n+1
cOmo ‘dn 1‘ <— = limt ;=0 = Ilim em"’1 =1 y usando la formula de Stirling

n n—oo n—oo

t
: 1 1 I'(n+1+¢
lim B|| X1 = lim E[Xt J = lim (n ) =1  por lo que
n—>00 n+1 n—>00 (n—i—l)t n+ n—w pt T(n+1)

n—1
Ble!e0)] = lim Ele!°¢0)] = lim ¢ H 1. /U |g| [ Y t e/
n—»o0 n—»00 =0 1+ t/(j +1)

0 o0 1

_ ot H 1 MUY | = et H / ot
1+t/4

1+ t/(5+1)

j=0 j=1 -




Formula de reflexion

Finalmente

Teorema &8

Sean Y,V, ~ exp(l) independientes. Para 0 <t <1 se tiene

o0

t{log(Y )—log(Y. )} 1 Tt
E ! =T +)I'(1-1) = =
[e } (1+)I( ) Hl _ t2/j2 sin(mt)

j=1

Dem. — De forma directa

. |:€t{10g(Y1)—log(Y2)}:| _E |:6tlog(Y1)} B [6—25 log(Yz)} =T+ (1 —1t)

y por el teorema 7

o0 o0

ra+tra-ty=e ] L tli | gmv(-0) Hﬁe(—t)/j

-€
j:11+t/]

o0 o0 o0

1 1 1
g8 Serd ) Eeveryd il § b m

j=1
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