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Problema 1. —

(3 puntos) Sea a = [ag, a;. ...] un mimero irracional. Demuestra que:

(a] Si0 < a < 1, entonces ag = 0 v da la fraccidn continua de L,

(b) 81 > 1, jcomo es la fraccion continua de a7 ;Y la de ll

(¢) Si —1 < a < 0, entonces a = =1, 1,az,@3.a4....] ¥ : = |[—{az + 2),l,a5 — L,ay, ...
(d) Si 1 <= L, entonoes o = 1,0y a2, 03,04, ... cOna) = 2, ¥ :1 =|-2,1,a '.E'.r.lg....].
:_l':l Sio < 1, entonees o lif._,.a.l|_r.ri. ] con ag = 2, L {I. 1.1, (g | 20,1, my 1. as, ]

Demostracion: Recordemos que, por lo visto con el profesor en clase, para cualquier o

irracional tendremos que o =[a]+{a} =[a esto pues 0<{a} <1, ya que si {a}=0

]+;
1/{o}

P . 1
= ae€Z y no seria irracional, con esto 1/{a}>1 entonces o =

M e ey Y

nuevamente si pasara que {1/{a}}=0 = 1/{a}eZ = 1/{a}=n = {a}=21 y no serfa
n

irracional, entonces 0 < {1/{a}} <1, con lo que

a=[a]+ 1 .
W T (/0
siendo asf a; =[a], a; = [é] y a, = [{1/{;&}}], esto lo usaremos en los incisos.

(a) En efecto, dado un ntimero real positivo a, =[a] y en este caso como 0<a <1 su parte

entera es 0, es decir, ag = 0, entonces
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1
a=0+——=—1— = —= =a,+ = [ay ay,...]
ot 0ty o 1 ay ’
o N :
a1+a
.
|
(b) Como a >1 tenemos que o = [a(,a,,a,,...| con a; >1.Y entonces
1 1 1
== =0+ =[0,a,,0a;,...]
o [ay,a,..] 1 o
00 Qs ag +
aq +
|

(¢) En este caso como —% <a <0 entonces a, =[a]=~1, también como {a}=a-[a]=a+1

1 1 =1 )= ==
entonces - < {a} <1 con lo que 1< o] < 2 = q [{a}] 1 de esta manera o =[-1,1,a,,...].

Ahora, desarrollando

1 1 B 1 B 1
- = =
¢ 1s 1 -1+ 11 -1+ 11
1+ 1+ 1+
a, + ! a, + 1 + [ay; -]
2 2 a
0,3+ 1 (L3[6L4,...]+1 2 a3[a47_..]+1
[ay,...] lay,...]
_ 1 _ 1
-1+ 11 -1+ 1 .
14 . aglay,...|+
agaglay,..]+ay +[ay,..] agaglay,..]+ay +[ay,...]
aglay,...]+1
_ 1 _ 1
14 1 1 a9asla,,...]+ay +[ay,...]
agaslay,...]+ay +lay,...]+asla,,..]+1

agasla,, .|+ ay +[ay,...]+asla,,..]+1

agaslay,...|+ay +[ay,...]
B 1
—ayaglay,...]—ay —[a,,..|—agla,,..|-1+aya4]a,, .|+ ay +[a,,.. ]

agagla,, .|+ ay +[ay,..|+agla,,..]+1

_ ayaslay,...|+ay +[ay,...]+asla,,..]+1

1
—agla,,..|-1

—aglay,...| -1

A9g(ay, .|+ ay +ay,..]+aslay,..]+1
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_ 9 (ag[a47...]+1)+[a4,...]+(a3[a4,...]+1) . (_1)+ [a,,...] +<_1)
—(aglay,...]+1) 2 —(aglay,...]+1)
- lay, -] _
2+—(a3[a4,...]+1)
Por otro lado, tenemos que
-1+ ! =-1+ ! =-1+ !
14 1 1+ 1 . lay,...]
(ay —1)+ 1 (a3 —Dlay,...]+1 (ag —Day,..]+1
lay,.] lay,]
=-1+ L =-1+ L =-1+ L
. lay,] aglay,...]=lay,...]+1+]ay,..] aglay,...]+1
aglay,..]=[ay,...]+1 aglay,...]=lay,...]+1 aglay,..]=lay,...]+1
. aglay,--]=lay,...]+1 _ —aglay,...]=1+asla,,..|=[a,,..]+1 _ —lay,..] _ lay,..]
aglay,..]+1 aglay,..]+1 aglay,..]+1  —aglay,..]-1
por lo que
é:—a2—1+ 11 1= —(ay+2)+ 11 ~[(ay +2),Lay ~La,,..]
1+ 1+
(ag—1)+— (ag 1)+
lay,..] lay,..]

|
(d) En este caso como -1<a < —% entonces a, =[a]= -1, también como {a} =a—[a]=a+1

entonces 0 < {a} <% con lo que 2 < ﬁ = a, = [ﬁ] > 2 de esta manera a =[-1,a,,a,,...] con

a122.

Ahora, desarrollando

1 1 B 1 ~ 1 _ 1
o . 1 14 1 1 [ag,.-] —ay[ay,..] = 1+[ay,...]
0+ 1 ay[ay,...]+1 ay[ay,..]+1 ajlay,..]+1
[ag, -] [ag, -]
~ aylay,..]+1 _ 994 ayfay,..]+1 B —2a,[ay,...] =2+ 2[ay,..] + ay[ay,..] +1
—ay[ay,...] = 1+[ay,..] —ay[ay,...]=1+[ay,...] —ay[ay,..] = 1+[ay,..]
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:_2+—al[aQ,...]—1+2[a2,...] _ o, 1 _ 0. 1
—ay[a,,..] = 1+[a,...] —ay[ay,...] = 1+[as,...] L1+ —ay[ay,...] = 1+[a,,...]
—ay[ay,...] =1+ 2[ay,...] —ay[ay,...] =1+ 2[ay,..]
=-2+ ! =-2+ !
1+al[az,...]+1—2[a2,...]—a1[a2,...]—1+[aQ,...] I+ —lay,..]
—ay[ay,...] = 1+2[ay,...] —ay[ay,...] = 1+2[ay,...]
=-2+ ! =-2+ 1 =[-2,1a, - 2,a,,..]
1 1
1+ 1 1+ .
a; + -2 (a —2)+
[ag, -] [ag, -]
(e) En este caso
Problema 2. -
(1 punto) Calcula la fraccién continua de los siguientes niimeros:
a. 322
b. \/T(l) y
c. V62
Solucién:
(a) Tenemos que
%2:2+£9:2+ 1 =2+ L =2+ L =2+ L
421 421 421 31 1 1
— 3+—— 3+ —— 3+ ——
130 130 130 6
- 4+
31 31
=2+ 11 =2+ 1 =[2,3,4,5,6]
3+ . 3+ .
44+ — 4+
31 1
- 5+
6 6

(b) Tenemos que

1 _\/E+4_\/E+4=2+[\/E+4_2]=2+\/E—2=2+ 1

Jig—4 19-16 3 3 3 3
J19 -2
1 1 1 1
=2+ =2+ =2+ =2+
I+ ) 1+5‘\/E T 1+ 1
Ji9 -2 J19 -2 J19 -2 J19 -2
3+] - 3]
5-~/19 5-+/19
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=2+ 11 =2+ 11 =2+ 11
1+ 1+ 1+
- W19 -17 N 34
5—\/5 5_\/5 1+ 5 \/_ 1]
19 -17 4f 17
=2+ 11 =2+ 1 =2+ 1
1+ 1 1+ 1 1+ )
3+—m—— 3+ 3+
L2 22519 PR
W0 —17 who —17 - 4\/7 17,
22 - 519 22 5\/—
=2+ 11 =2+ 11 =2+ ]
1+ 1 1+ , 1+ 1
3+ 3+ 1 3+ 1
1+ 1+
14\/_ 61 ) 1
2+ + 2+
925419 22 - 5419 22— 5\/—
—— 8+[—F—— -8
14419 — 61 14\/7 61
=2+ 11 =2+ 1 =2+ 1
1+ 1 1+ 1 1+ 1
3+ 1 3+ 1 3+ 1
1+ 1 1+ 1 1+ 1
2+ 2+ 2+
510 -1174/19 8+ (19 - 4) gy 1
8+ +
1419 - 61 1
J19 -4
1 —
por lo tanto =[2,1,3,1,2,8]
J19 -4
]
(¢) Tenemos que
J62=7+(62-1)=71+—L1 7L _q7, 1 1
1 J62 47 J62+7 62 6
1+4] —1] 1+
J62 -7 13 13 13
=7+ L =T+ ! =7+ =7+ !
1+ L 1+4———L——7 1+4—l—— 1+ L
13 13(//62 + 6) J62 +6 3+ﬁ§
J62 -6 26 2 2
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=7+ L =7+ L =7+ ! =7+ L
1+ (132 1+ 22 ; 1+ 11 1+ 11
6+[7—3] 6+ 9 6+ 9 6+2(\/5+6)
J62 -6 2
=7+ ! =7+ ! =7+ ! =7+ !
1+ 1 1+ 1 1+ 1 1+ 1
6+ ! 6+ ! 6+ ! 6+ !
V62 +6 1+[\/672+6_1] V627 L1
13 13 13 13
J62 -7
=7+ L =7+ L =7+ L
1+ ! 1+ ! 1+ !
6+ L 6+; 6+ L
1+; 1+ 1 1+ 1
13(62 +7) 7462 T+7+(62-7)
13
=7+ 1
1+ 1
6+ 1
1+ 1
14+ (62 - 7)
por lo tanto \/6> =[7,1,6,1,14].
[ ]

Problema 3. —
(2 puntos)Encuentra dos nimeros racionales % tales que

-

1
< —_—
NGUE

Solucién: Sabemos que \/— =[1,2], entonces

hy=0h =1 hy=1-1+0=1 yh =2k

n—1 n—2

y también
ky=1 k=0 ky=1-0+1=1yk, =2k  +k ,

Entonces tendremos que

hy=2hg+h_ =2)+1=3y k =2k, +k_ =2(1)+0=2
hy =2h +hy=23)+1=T7y ky =2k +k, =2(2)+1=5
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y entonces tenemos que al tomar a =h, y b =k,

~ 0.014213562... < 0.017888543... =

-

J5 .52

Problema 4. -
(2 puntos)Supongamos que a, 5 € R — @ son tales que los primeros n convergentes de ambos niimeros coinciden.
Demuestra que las fracciones continuas de ambos nimeros coinciden hasta el n-ésimo coeficiente, es decir, hasta a,,.

Demostracion: Sea o = [ay,ay,...] y B=[b,b;,...|. Por induccion sobre n .
Si coinciden en el primer convergente a, = b, entonces las fracciones continuas coinciden hasta

el primer coeficiente. Supongamos que se cumple para n > 1, entonces tenemos los convergentes
coinciden hasta el n+1, en particular coincidiran en los primeros n y por H.I las fracciones

continuas coinciden hasta el n-ésimo termino, es decir a, =b, VO<k<n-1, y finalmente

tendremos que el n+1 convergente coinciden, es decir,

1 1 1 1 1
ag + =b, + = = = a;+ =b, +

1 1 1 1 1 1
a, + b + a+—— b+ +— +—

1 1 | 1 a b
+— +— T+ — n n

a’n bn a’n bn
1 1 1 1
= —=— = = —=— = a_=b
+i :+i an bn " "
n n

por lo que las fracciones continuas coinciden hasta el n+1 coeficiente.

Problema 5.

(1 punto)Encuentra los valores de las siguientes fracciones continuas:

a. [2,2,2,2,2,..]
b. [1,3.1,2,1,2,..]
¢ [2,1,2,1,2,1,..]

Solucién:
() Ya sabemos que v2 =[1,2] = v2+1=[2,2]=[2].
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(b) Sea z=[1,3,1,2,1,2,..] =1+ 1 14 1
1 1
3+ . 3+ .
1+ N 1+ .
2+ . 2+
1+ -
1 2 +1
2+~
x
1 1 1 11z +4 52z +19
=1+ =1+ =1+ = = entonces
1 1 8r+3 41z +15 41z +15
3+ +— +
1 3z+1 11z +4
I+—F 1+
2c+1 8xr+3
2+
3z +1
p= 22219 15 2520419 = Alz? —372-19
41z +15

3T+ \/372 —4(41)(-19) _ 37+ /4485

= z
2(41) 82
por lo tanto [1,3,1,2,1,2,...] = 5+ V4485
82
(¢) Sea mz[ﬂ]=2+ L =2+ 1 =242 _ A2t = 22 +2=3z+2, entonces
1 z+1 z+1 z+1
1+—
T T
2+4-4(1)(-2
22-2-2=0 = z= Ol ):2+\/E:1+\/§
x>0 2 2
por lo tanto [fl]=1+\/§.

Problema 6. —

(2 puntos)Encuentra todas las soluciones para la ecuacién z2 — 19y = 1.

Solucion: Tenemos que 19 es no cuadrado y, ademas

V19 a4+ (l9—a)y=ds—2  —4s 2 _42131,28]
Lo [2,1,3,1,2,8]
J19 -4
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entonces tiene periodo de longitud 6, siendo 6 un numero par. Entonces por lo visto en clase

h
tendremos que la ecuacién z> —19y2 =1 tiene como soluciones a (hy, _;,kq,, ;) donde k—" es el

n
n -ésimo convergente.

Ahora calculemos los convergentes, tenemos que

h_2 =0, h_l =1y hn = anhn_1 + hn_2
y también
k72 =1, k71 =0y kn = ankml +kn72

entonces

hy=4-1+0=4y k;=4-0+1=1
hy=ahy+h | =24)+1=9y k =aky+k  =2(1)+0=2
hy = aghy +hy =19)+4=13 y ky = ajk, +k, =1(2)+1=3
hy = aghy +h =3(13)+9 =48 y kg = agk, +k =3(3)+2=11
hy =ashg +hy =1(48)+13 =61 y k, = a,k, +k, =1(11)+3 =14
hy = ash, +hy =2(61)+48 =170 y ks = agk, +ky = 2(14) + 11 = 39

Por lo que la solucién positiva mas pequena es (hg,k;) = (170,39), por lo tanto, por lo visto en

clase todas las soluciones vienen dadas por

(170 +39319)" + (170 — 30319)"
=
2
(170 +30419)" + (170 — 304/19)"

X

Y
! 2419
| |
Problema 7. —
{2 puntos)Encuentra todas las soluciones para la ecuacion x® — 13y% = 17

Solucién: Consideremos los sig:
¢) Una solucién de z? —13y* =17 es (375,104).
¢) Encontremos la solucién positiva mas chica de - 13y2 =1. Tenemos que
\/1— = [3,m] y al tener periodo impar 5 tendremos que las soluciones de la ecuacion
vendrén dadas por (hy . . 1.kos 1) = (b, _1:K10,_1) COD m =1, entonces la solucién

positiva més chica es (hy,k,), calculémosla usando que
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ag =3, ay,a9,a5,a, =1, a5 =6, ag,a,,aq,a9 =1

Ahora calculemos los convergentes, tenemos que

h’—2 = 0’ h—l =1 y hn = a’nhn—l + hn—?

y también
ko=1k,=0yk =ak, ,+k o

entonces

hy=ay-h  +h y=30)+0=3y ky=ay-k  +k,=(3)0)+1=1
)

+
hy=ahy+h_  =13)+1=4y k =ak,+k_ =1(1)+0=1
hy =agh) +hy =14)+3 =Ty ky =ask; +k; =1(1)+1=2
he 3

=aghy +h =1(T)+4 =11y kg = agky +k =1(2)+1=
hy =ashg +hy =110)+7=18 y k; = a ks +ky =1(3)+2=15
hy = ash, +hy =6(18)+11 =119 y k, = azk, +k; = 6(5)+3 = 33
hg = aghs +h, =1(119)+18 =137 y k; = aghs +k, = 1(33)+5 = 38
hy = ashg +hy =1(137)+119 = 256 y k; = askg +ky = 1(38)+33 = 71
hg = agh, +hg =1(256) + 137 =393 y kg = agh, +kg = 1(71)+ 38 = 109
hg = aghg + hy = 1(393)+256 = 649 y kq = agkg +k, =1(109) + 71 = 180

por lo que la solucién mas chica de - 13y2 =1 es (649,180).

Con los dos incisos anteriores tendremos que una familia de soluciones viene dada por z_,y,
en

2, +y,13 = (375 +1041/13)(649 + 180v/13)"

sin embargo, sabemos que al ser (649,180) la solucién mas chica de z? —13y2 =1, todas sus

soluciones vienen dadas por z, + wn\/T = (649 + 180\/E)", para los cuales sabemos que

(649 +180313)" + (649 — 1803/13)"

n
2
(649 +180313)"™ + (649 — 1803/13)"
" 219

10
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por lo tanto z, +y, 13 = (375 +104v/13)(649 + 180v13)" = (375 + 104413 (2, +w, \/13)

— (3752, +1352w )+ (375w, +104z, W13

_ (649 +180V13)" + 649 18013)"
v, =375z +1352uw n

con
\ = 3T, 41042, 649+180f + (649 - 180V/13)"

n 2\/5

11



