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Problema 1. —
Demuestra que si a es algebraico v ¢ es racional entonces of es algebraico,

Demostracion: Como re€ Q = In,meZ con m#0 y (n,m)=1 tal que r =2,y notemos que
m

al ser A un campo (visto en clase) se tiene que de manera inmediata que a" € A por lo que existe

p(z) € Qz] tal que p(a™)=0. Con lo anterior sea ¢(z) = p(z™) y veamos que este es el polinomio

buscado. En efecto se tiene que g(a”) = p((a”)™) = p((a"/m)m) =p(a™) =0, por tanto a” € A.
u

Problema 2. —

Demnmestra que = o ed trascendente y e % 0 es racional entonees o es trazcendente,

Demostracion: Por contradiccién supongamos que o € A, entonces como leQ (pues r#0)
s

tendremos por el problema 1 que a = (oc’")l/ " e A Il pero esto contradice que o & A .
|

Problema 3. -
(2 puntos) Sean o v 5 son dos complejos relacionados por Pla) = Q{3) con Plr) v Q{x) polinomios no constantes
en Qlx] , demmestra que o es algebraico si v solo si 3 es algebraico.

Demostracién:

Problema 4. —
(3 puntos) Sean T, (x) la [amilia de polinomios dados por Th{x) = 1, Ty{x) = x v T,(x) = 22T, 1 (x) — T, _alx).
Demuestra que cos(nf) = T, (cos(#)). Demuestra que cos(rr) es algebraico para todo r racional.

Demostracion: Por induccién fuerte sobre n. El caso base es trivial, supongamos pues que es
valido para algtin n > 0, entonces tendremos que

T, ,,(cos(8)) =2cos(0)T, (cos(0)) =T, _;(cos(0)) o 2 cos(0) cos(nB) — cos((n —1)0)

= 2 cos(0) cos(nB) — cos(n® — B) = 2 cos(0) cos(nB) — sin(8) sin(n8) — cos(0) cos(nd)
= cos(0) cos(nB) — sin(0) sin(nB) = cos(nB + 6) = cos((n +1)0)
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por lo tanto, por induccién fuerte queda demostrado.

Ahora,sea re Q = IneZmeZ" con m#0y (n,m)=1 tal que r =2 entonces considerando
m

el polinomio p(z) =T, (r)-1€ Q[z] tendremos que

p(cos(rm)) = Ty, (cos(rm))—1 = cos(2mrm)—1=cos(2nm)-1=0

anterior

por lo tanto cos(rm) e A Vr e Q.

Problema 5. —
Muestra que 2 es producto de dos primos asociados en Q(+/6). Muestra que 3 también lo es.

Demostracién:

Como queremos verlos como producto de primos asociados necesitamos saber cuales son las
un1dades de Q(\f Sea z+iy € Q( J6 ) unidad, entonces por lo visto en clase N (ac +iy) = £1, por

lo que z? —6y =11 y como \/7 =[2;2 4] tiene periodo par, entonces la ecuacion 20 —6y =-1 no

tiene solucién y la ecuacion z? —6y% =1 si tiene, que inmediatamente podemos ver que una es
x=5yy=2, porlo que 5+2\/8 es unidad en Q(\/g)

e Ahora, veamos si 2=m,-n, con m, primoy m, ~ x,tal que &, = 5+2f )m, por lo que solo

necesitamos encontrar L] primo tal que 2 = 5 + 2\/_ 71: , consideremos T = a + b\/g , entonces

= (5+2v6)(a +0v6)% = (5+2v6)(z + y/6) = 5z + 12y + (22 + 5y)V6
5T +12y =2

= =10 =—4
2¢+5y =0 ¥

entonces
10— 446 = (a+036)% = a2 +60% + (2abV6 = 2ab=-4 = ab=-2

y una solucién es a =2 y b =-1 por lo que
2 = (5+2V6)(2-/6)?

y unicamente falta ver que 2— \/8 es primo, pero como ‘N (2- \/8)‘ =2 es primo, entonces 2— \/8

es primo.

e Ahora, veamos si 3 =m,-n, con m, primo y =, ~ n;tal que n, = (5+2\/§)n1 por lo que solo

necesitamos encontrar m; primo tal que 3 = 5+ 2\/6)n2 , consideremos w = a + b\/g , entonces

= (5+2v6)(a + 0v6)? = (5+2V6)(x + yv/6) = 5z + 12y + (22 + 5y)V6
5z+12y = 3

= z=15 =—6
2z +5y =0 v
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entonces
15— 636 = (a+ N6)% = a2 +6b2 + (206 = 2ab=-6 = ab=-3

y una solucién es a =3 y b =-1 por lo que
3=(5+2v6)(3-+6)>

y unicamente falta ver que 3 — \/8 es primo, pero como ‘N (3- \/6)‘ =3 es primo, entonces 2 — \/E

es primo.

Problema 6. —

Resuelve la ecuacidn z° + 2 = 4* en los enteros.

Demostracién: Primero simplifiquemos el problema como lo hecho en clase.
e Tenemos que (z,2,y) <2, por lo que si (z,2,y) =2 entonces (%,2,%) también es soluciéon de la

ecuacién, por lo que podemos considerar (z,2,y) =1, entonces z y y no pueden ser pares al mismo
tiempo.

e Supongamos que d = (z,y) entonces d |z y d|y = d] 22y d | v = d | y3 —23 =2 por lo que
d|2 = d=10od=2,pero d#2 pues z y y no son pares la mismo tiempo entonces d =1, por
lo que también podemos suponer que (z,y) =1.

e Ademés si z es par, entonces 2242 es par por lo que y3 es par, y esto solo es posible si y es
par, pero esto no puede pasar pues no pueden ser pares al mismo tiempo, entonces z es impar,

por lo que 22 +2 es impar y asi y3 es impar, es decir, y es impar.
En resumen, queremos encontrar soluciones enteras para z°> +2 = y> con (z,y) =1y z,y impares.

Ahora, tenemos que z2+2=y° < (z —\/—72)(30 + \/—72) =y, Ahora sea d=(z —\/S,x+\/—72),
entonces d|2zyd] -2 (sumando y restando z—~2 y T+ J2 ) entonces
d\2a:yd|2x/§z’ = d]21:yd|2\/§ por lo que d|2x+2\/§ = d|2 pero como 2=—i(l+1q)>
entonces

1
d~ 1+7¢
(1+14)% ~ 2

entonces veamos que podemos descartar dos casos:

eSi d ~(1+4)% ~ 2 entonces como d |z ++-2 =z + N2 = 2 \  + 22 y como 2 | 92v2i entonces
2| z!!! pero no es posible pues z es impar.
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Si d~1+i entonces N(d)|N(z+v-2) = N(1+i)|N@z+v-2)= 2|22+2 !l pero no es

posible, pues como z es impar entonces 22 +2 es impar.

Por lo que la tnica opcién es que d ~1 y por tanto (por la factorizacién unica) como
(z+v-2)(z-v-2)=1y> y d ~ 1 entonces (z+v-2) = u(r + sv-2)% y (z=+v-2) = a(r — sv-2)> con u

unidad y r,s e Z.

Si =1, entonces

z4N-2=(r+sv-2)° = z+v-2 =% +3r2sV-2 + 353 (-2)r + s (-2)V-2
= 2+3-2 =7 + 32572 = 65%r —25°V-2 = z+v-2 =13 652 +[3r2s - 253 V-2

z =713 —6sr

) , = 1=s(3r%—2s%) = s==1
1=3r"s-2s

pero si s=-1 entonces 1=-3r2+2 = -3r2=-11l no hay solucién, entonces s=1 =
1=3r2-2 = r?=1 = r=+1 y entonces

x Con r =1 tendremos que z=-5 = 25+2=y° = y=3

* Con r =-1 tendremos que z =5 = 25+2=y3 = y=3

Por lo tanto, las tnicas soluciones son (5,3) y (=5,3). Esto pues sabemos que con wu =-1,4,—

obtendremos las mismas soluciones.
[

Problema 7. —
- a9 - - 3
Resuelve la ecuacion x* + = = H2° en los enteros.

Demostracion: Primero simplifiquemos el problema como lo hecho en clase.
e Tenemos que si d = (z,y,2), entonces (5,%,%) también es solucién de la ecuacién, por lo que
podemos considerar (z,y,z)=1.

e Supongamos que Jp primo tal que p |z y p|y entonces p2 |ar;2 y p2 |y2 = p2 |x2 +y2 =522

por lo que p2 | 522 = p2 | 22 (pues no hay ningtn primo al cuadrado que divida a 5) por lo que
p2 |22 y como p es primo, entonces p |z !!! pero esto no es posible pues (z,y,z) =1 por lo que
z,y y z son primos relativos por pares.

e Como son primos relativos por pares, entonces o son todos impares o solo hay un par.
Si z,y y z fueran impares entonces 22+ y2 es par = 522 par !!! pero esto no es posible, por lo que
no puede pasar que todos sean impares. Entonces uno de los tres niimeros es par.

Ahora, tenemos que z2+y? =52 < (z—1y)(x +iy) = 522, (entonces trabajaremos en Z[i])
ademés tenemos que 5=(2+i)(2—i) por lo que 2+i|5 = 2+i|5z2 = 2+i | (z —1y)(x + iy)
pero como 2+i es primo, entonces 2+i|z—iy o2+i|z+4y. Supongamos sin perdida de
generalidad que 2+i|z+iy = 2-1i|xz—iy y entonces
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2, .2 ) )
x2+y2=5z2 = T TY 2 —(m+zy)(:r Z.y>=z2
5 (2+14)(2-1)
x+z’y.x—z’y_22
247 2-4
con ($+z?/7x—z?/)=1 por lo que w=u(r+si)2 y x—z%/ =17(r—si)2 par v unidad y r,s e Z,
2+1 2-7% 2+14 2—14
con lo que

Si u =1, entonces

% =(r+s)? = z+iy=2+0)(r% —s% +2rsi) = (2r% =252 = 2rs) + (r? — s + drs)i
+1
x = 2(7"2 e —rs) L2 22+ 3 [2(7“2 e —rs)]2 +[r2 . +4rs}2
y=r%—s% +4rs 5 5
3 (47"4 —8r3s —4r?s? + 8rs> + 454) +(7"4 +8r3s +14r%s? — 8rs3 +s4)

5
_ 57"4 +10r%s2 + 534

2.2, 4 2 2)2
5

=rt 4 2r2? 1 si=(r2 4+ = z=+(r?+5?)

por lo que las soluciones son (tomando en cuenta las negativas pues el signo se va al elevar al
cuadrado)

z = +(2r% —25% - 2rs)
Y= i(r2 pe +4rs)

z = i(rQ +82)
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