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Problema 1. — Sea D ={d
f:R >R dada por

} un subconjunto numerable de R . Demuestra que la funcion
ndneN

Jw) = L siz=d
n+l n

{0 sizeD

es continua en R—D y es discontinua en cualquier punto de D .

Demostracién:
eSea z e R—D.PD f es continua en z. Sea ¢ >0 PD 35 >0 tal que Vy con d(z,y) <3 se
tiene que d(f(z), f(y)) <e.

Por la propiedad arquimediana sabemos que existe n e N tal que L < ¢, con lo que podemos
n

considerar a & =1 min {d(x, dk)} (esto es pues por “conveniencia” necesitamos una delta que nos
1<k<n

dé una vecindad de z donde ninguna y dentro de ella sea un d, ).

d M TE ad | A
ﬂ—o—(—o—oﬁ—o—?‘—o—
Y

)

En efecto, sea y e R tal que d(z,y) <3, si y € D entonces y =d,_ para alguna m € N, mas aun,

podemos comprobar que m > n, esto pues si pasara que m =k para algin 1<k <n entonces
d(z,y) = d(z,d,) <& pero esto es absurdo por la eleccion de la delta, entonces necesariamente

1

—L lce.
n

m+1

1

m >n y con ello tendremos que d(f(z), f(y)) = d(0,—-) = L

m+1

<

Por otro lado, si y ¢ D entonces d(f(z),f(y)) =d(0,0)=0<¢e. En cualquiera de los dos casos

tenemos que d(f(z),f(y)) <& por lo tanto f es continua en z .. f es continuaen R-D.



Lorenzo Antonio Alvarado Cabrera Examen 2

eSea x € D.PD f no escontinuaen z. PD J¢>0 y yeR tal que V8 >0 con d(z,y) <8 se
tiene que d(f(z), f(y)) > €.

Como z € D entonces = =d, para alguna n e N. Sea ¢ = % y veamos que esta es la buscada.
n+

Primero notemos que V8 >0 existe y e R—D tal que d(z,y) <8, esto es por la densidad de los

reales. Con ello tendremos que d(f(x),f(y)):d(ﬁ,o):ﬁ>$:s con lo que f mno es

continua en D .

Con esto terminamos la demostraciéon. m

Problema 2. — Demuestra o refuta el siguiente hecho: St A < X es un retracto de X y BcY

es un retracto de Y , entonces Ax B es un retracto de X xY .

Demostracion: En efecto. Como A es retracto de X existe r; : X — X continua tal que
Vr e A se tiene que 7 (z) =7, andlogamente como B es retracto de YV existe r,: X — X

continua tal que Vy € B se tiene que n(y) =y .

Entonces sea r: X xY — X xY dada por r(z,y) = (r;(z),7(y)) . Notemos que dicha funcién es
continua, pues sus proyecciones r; y 1, lo son y ademds para cada (a,b) € Ax B se tiene que
r(a,b) = (ry(a),r5(b)) = (a,b) esta tdltima pues ae Ay be B por lo que ra)=a y ry(b)=0

Ax B es un retracto de X xY . m

Problema 3. — Sea X ={(z,y) € R? |a:|+|y| =1} U([1,2]x{0}). Demuestra que X es un retracto
de A = ([-1,2]x[-1,1]) ={(0,0)} .

Demostracion: PD 3r: A — X funcién continua tal que Vz e X,r(z) =z.

Consideremos las regiones X e A como se muestra en el

dibujo. 'Y separaremos esta en las secciones
A, Ay, Ay Ay Ay (cada una es tiene incluida la linea

roja con la linea negra) y para cada una de ellas

encontraremos una funcién continua.

e A, . Para cada (z,y) € A; lo que haremos sera tomar su

proyeccién sobre la recta dada por y =z +1, que no es
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mas que tomar su primera coordenada y evaluarla en la recta. Asi r, : 4, - X vendrd dada

por 7 (z,y) = (v,z+1) y es continua.

e A,. Para cada (7,y) € A, lo que haremos serd tomar su proyeccion sobre la recta dada por
y=—-z+1 y larecta y=0, que no es mas que tomar su primera coordenada y evaluarla en la
recta donde el valor dependerd de si 0<z<1 o0 1<z<2. Asf r,: A, - X vendrd dada por

(z,—z+1) si0<z <1

ry(2,y) = { (.0) sil<z<? que serd continua pues coinciden en el 1.

e A, y A,. Notemos que estas regiones son exactamente las regiones A, y A, reflejadas por el
eje = con lo que las funciones que nos serviran seran ry =-r, para A, y r, =-r, para A, que

seguiran siendo continuas (constante por funcién continua).

e A.. Para cada (z,y) € A; lo que haremos serd tomar la recta que une el origen con el punto

dado y lo mandare al punto de interseccién de esta recta con cada recta negra. Siendo las rectas
y=z+1l,y=—-z+1,y=2-1y y=-2x—-1.7Y donde no mandare un mismo punto a dos lugares

distintos pues el (0,0) no esta en el conjunto.
La recta que une el origen con el punto (z,y) es s = Z¢.
T

Asi 1y : Ay - X vendra dada por

UQﬂ ( z ,

y—x

ﬁ) siz<0,y>0
T Yy
(yﬂ,ym) si 2,y >0

(2,2 )siz>0y<0
a—y’ -y
(_L Y

——)siz,y<0
y+z’ y+x) Y

¥ T'5<Z’, y) =

8

(Ya no me dio tiempo de poner los pasos para las intersecciones :( ) Y esta funcién seré continua
en cada cambio.

Ya tenemos lo necesario para demostrar lo que queremos.

Sea A = {Al, Ay Ag Ay, A5} , notemos que esta es una familia cerrada localmente finita pues cada
A; es cerrado y ademas A es finito. Ademas para cada A, le asignamos su respectiva funcion
continua 1, :A, > X donde para cuales quiera i,je {1, 2,3,4, 5} se tendrd que

TiA, A 4= TilA, A 4 pues por construccién A, mAj o es el vacio (y entonces no hay nada que

hacer) o es una linea recta, donde como proyectamos o extendemos los puntos, estos coinciden.
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Con todo lo anterior tendremos que por un teorema visto en clase la funcién definida como

r:A— X dada por r(z) =r;(z) si z € A; serd una funcién continua y ademas por construccion

se cumple que r[A]= X y para cada z € X la funcién los deja fijos, porque ya estan sobre las
respectivas rectas negras, es decir, r(xz) =z . Con lo que r es retraccién y asi X es retracto de
A.m

Problema 4. — Definimos la funcién h:2°x2® —2® dada por

f(ﬂ) sin r
Wf,g)(m) =1 " 2 pa

n=ly si n impar
9(*5%) p

Demuestra que h es homeomorfismo.

Soluciéon: Veamos que es biyectiva.
e En efecto, sean (f,g),(l,k) € 2° x2° tales que h(f,g)(n) = h(l,k)(n), para n par tendremos que
f(%) = l(%) = f(%) = l(%) = f(k)=1I(k) para toda keN y para n impar tendremos que

g = k(Y = (L) = k(3L = g(k) = k(k) para toda k e N por lo que (f,9) = (L) ¥

entonces h es inyectiva.

e Es suprayectiva, pues para cada L € 2® tomamos f(n)= L(2n) y g(n) = L(2n+1) y entonces

£, 9)(n) =

f(%) si n par L(2 %) si n par L(n) sin par
g - - - L)

n L(n) si n impar

si n impar .n-l si n impar
g(*=%) p L(2 5 +1) p

Ahora veamos que es continua con inversa continua.

e Sea {(fn’gn)}neN < 29 %2 sucesién convergente en 2°x2% a (f,g). PD &(f,,g,) — h(f,g) en

2°.Sea ¢ >0 PD 3N eN tal que para cada n > N se tiene que d(h(f,,9,),M(f 9) <€, con d

la métrica de arbol en 2°.
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