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PARTE 1

e Problema 1. — Decimos que un espacio topolégico (X,1) es metrizable si y solo si existe una
métrica d sobre X de tal manera que t=1,. Determina cudl de los siguientes espacios

topologicos son metrizables.

1) X ={0,1,2,3} y ==1{0,X,{1,2,3},{0,1},11},12},{1,2} ,{0,1,2}}
2) X =Nuiw} y ‘c:go(N)u{Au{w}:Aeg{)(N)yN—A es finito}

Demostracion:
1) No es metrizable. Supongamos que lo es y existe d : X 2 5 R métrica en X tal que T=r1,.
De esta manera por el ejercicio 2 como X es finito se tendrd que t, = ¢(X) lo cual no es cierto,

pues {3} ¢ T .. no es metrizable.

2) No es metrizable. Supongamos que lo es y existe d : X 2 5 R métrica en X tal que T=1,.

, d(z,
Asi sean z,ye X, z#y, y sea &= (a;y)

, con lo que si U=B_(z)y V =DB,y) entonces
UNV =0. Ademas, sabemos que U,V et; =1 = U,V et y son no vacfos, entonces X \U y

X\V son finitos = (X\U)U(X\V)=X\(UNV) es finito !I! pero esto es absurdo, pues
UNnV=0.nm

e Problema 2. — Sea (X,d) un espacio métrico finito. Demuestra que 1, es la topologia discreta.
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Demostracion: Primero veamos que Vz € X, X \ {z} es abierto.
ePD: X\ {z} es abierto.

En efecto, sea y € X \ {z}, entonces tendremos que y #x = d(z,y) > 0. Asi sea € = d(Z’y) >0

y veamos que B (y) < X\ {z}.
Sea z € B(y) = dzy)<e="L<dmy) > z22° . ze X\ {5} & Byy)c X\{z}. Y asi

X \{z} es abierto lo que implica que {z} es cerrado.

Ahora, sea A ¢ X, como X es finito tendremos que A = {z,,z,,...,7, } = {2} U{z,} - U{z }
;eonloque X\ A= (X\{z;})n(X\{zy,})n--n(X\{z,}) y como cada uno de estos es cerrado

entonces la interseccion finita de estos serd un cerrado = X \ A es cerrado = A es abierto.

Con esto tenemos que VA< X, Aert, por lo que p(X) < t; y como siempre se cumple que

T, € 0(X) tendremos que 1, = p(X). =

e Problema 3. — Sea (X,d) un espacio métrico de tal manera que t,; es la topologia discreta.

Demuestra que si D es denso en X, entonces X =D.

Demostracion: Supongamos que D es denso en X , entonces tendremos que D=X.
Como 1, =p(X) y X\ D e p(X) tendremos que X \ D es abierto y entonces D es cerrado, de

esta manera D=D=X. m

e Problema 4. — Sea r>0 y sean {X1.}_ N una familia de conjuntos no wvacios y para cada
e

ieN sean d, y p; dos métricas equivalentes sobre X, ambas acotadas por r.Demuestra que
la métrica de la suma d definida a partir de {d;} es equivalente a la métrica de la suma p

definida a partir de {p,} .

Demostracion: Como {X l} N €8 una familia de conjuntos no vacios y cada d, y p, son
e

acotadas por r para toda i, tendremos los espacios métricos (I1X,, d) y (I1X;, p). Veamos

que d y p son equivalentes.

PD Que si d(@,g) = > LDy (i) = 3 2EOID entonces 7, =7,
i>1 121

PD 7, refina a T, Y7, refina a 7.

Pues si z =z entonces tendriamos que d(z,y) = d(z,y) cosa que no pasa.

2
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1) Tenemos que 7, refina a 7, siysolosi ViellX; y Ve>0 36 >0 tal que Bf(z )cB (z)

Sea 7 eIlX, y £>0. Como d; es equivalente a p, Vi se tiene que 7y refina a T, Vi, esto

i

quiere decir que dado & >0 para cada (i) e X, existe J, >0 tal que Bp (z(7)) < Bgi (2(7))

Sea § =min {57;/22' tie N} y veamos que esta es la delta buscada. PD Bf () < Bg(i).
Sea y € Bf(z) se tiene que

pT,y) <8 = Zw<min{§i/2i:ieN} pero

1>1

Al <Zp <m1n{ /2 zeN}<5/2z

21

N %d/y = p.(i(i),§(i) < 8, Vi e N

Por lo tanto 9(i)e Bp (z ())CB (2(7) = yli) e Bgf (2(1)) = d (2(7),y(i)) <& y entonces
tendremos que Z Z— =¢ = dz,y)<¢e .. ye Bg(:ﬁ)

1>1 >1
. BE(&) < Bg(i) ooty refinaa

2) Para demostrar que 7, refina a 7, se hace de forma anéloga.

Ty =T, las dos métricas d y p son equivalentes. m

e Problema 5. — En un espacio métrico (X,d) sEs posible que exista € >0 y x,y € X distintos

tales que B, (x) =B, (y) ? sEsto es posible en R™ ?

Solucién: Sea & >0 tal que B (z) = B_(y) con z#y ysea z € B_(z) = B_(y)

= d(z,2)<ey d(y,z) <e,y entonces por la desigualdad del tridngulo tenemos que

0 < d(z,y) <d(m,2)+d(z,y) <e+e=2¢

TEY

Entonces tengo que un nimero real mayor a cero tal que es menor a cualquier cantidad dada,
cosa que es imposible, ya que no existe ningin r € R tal que 0<r <8 V38 >0. Por lo tanto,
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no puede existir una ¢ >0 tal que B (r)= B_(y) con z #y. Esto tampoco sucede en R" pues

lo acabamos de demostrar para un espacio métrico en general. m

e Problema 6. — Demuestra que en la suma punteada de espacios métricos, cada X, es abierto

en UXj'

Demostracion: Sea z € X, PD 3¢ >0 tal que B (r)c X, .
Sean =z, € X, arbitrario pero fijo y e=d (7,2,)+1>0, asi tomemos ye B.(z) y por
contradiccion supongamos que y ¢ X .

Como y¢ X, = JjeJ tal que ye X ademds, como y € B_(z) tenemos

dz,y)<e = d(z,z,)+ dj(yj,y) +1<d,(z,z,)+1 con y; € X, arbitrario pero fijo
yeX}.

= d,(y;,y) <O lo cual es imposible

pues no hay ningtin nimero real, tal que 0 <7 <0. Porloque ye X, . B (z)c X, .. X, es

abierto. m

e Problema 8. — Dado un conjunto X y una funcion p: X% [0,00) decimos que p es una

pseudométrica si sucede

1. p(z,x)=0
2. p(z,y) = p(y, )
3. p(z,y) < p(z,2) +p(2,9)

Demuestra las siquientes:

1. Dados z,y e X, escribiremos x ~vy si p(x,y)=0. Prueba que ~ es una relacion de

equivalencia.
2. Denotemos X/~ el conjunto de clases de equivalencia. Dados z,y € X denotemos

d([z]_,[y].) = p(z,y) prueba que p es una métrica para X/ ~.

Demostracion: Sea X conjuntoy p: xX? 5 [0,00) una pseudométrica.
1) Demostraremos tres puntos:

e ~ es reflexiva.

Sea x € X, como p es pseudométrica tenemos que p(z,z) =0 = z~z.
4
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e ~ es simétrica.

Sean z,ye X tales que z~y = pz,y)=0 y p es pseudométrica tenemos que

p(z,y) = p(y,z) por lo que p(y,z) =0 = y~uz.

e ~ es transitiva.

Sean z,y,z € X tales que z ~y y y ~ z entonces p(z,y) =0y p(y,z), por otro lado como p
es pseudométrica tenemos que p(z,z) < p(z,y)+p(y,2) =0+0 por lo que p(z,2)<0

= p(x,2)=0 .. =~ 2.
Por todo lo anterior ~ es una relacién de equivalencia.

2) Veamos que es métrica. Primero esta bien definida, pues para cada z € X existe su clase de

equivalencia, ya que z € [z]_ y es no vacia.

eSean z,y € X tales que d([z]_,[y]_)=0 < p(z,y)=0 < z~y < [z]_=][y]_.

o d([z]_,[y]_) = p(z,y) = p(y,2) = d([y]_,[z]_).

e Ahora sean z,y,z € X, entonces

d([z]_,[yl-) = plz,y) < p(x,2) + p(2,y) = d([z] _,[2] ) + d([2] . [y].)

Por lo tanto, d es métrica para X/ ~. m

e Problema 9. — Dado (X,d) un espacio pseudométrico.

1. Para cada z € X y para cada € >0 define B (z) de manera andloga a la definicion de

espacios meétricos.
2. Define 1, de manera andloga a la definicion de espacios métricos y demuestra que t, es

topologia para X .
3. Demuestra que para cada € >0 se cumple que B (z) € t,.

4. Demuestra si d no es una métrica, entonces (X,t;) no es metrizable.

Demostracion:
1) Se definen B (z)= {y e X :d(z,y) < 8}

2) Se define 1, = {A c X:VzeAdIe>0tal que B (r) < A} . Veamos que es topologia para X.

)
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°0,Xer,.

En efecto, para cada z € X, B,(z) € X y por vacuidad se cumple para el vacio.

eSi A,Bet; = AnBer,.
Sean A,Bet;, y sea re AnB. Como A y B son abiertos existen &;,&, >0 tales que
Bgl(x) cA vy Bgz(a:) c B y entonces le(x) OBSZ(.%') c AnB. Asl sea ¢=min(e,¢,)

entonces tendremos que B (z) < B ¢, (z) y B(x)c B :, (z) ¥ y entonces

B (z)c B, (x)nB, (x)cAnB = B (r)c AnB .. AnBer,

1 2

*Si {U,}._,

1€

c 1y entonces UU,L. €Ty,
iel
Sea z € UU ;» entonces existe jel tal que xeU j ¥ como Uj € 1, tendremos que existe
iel
e>0 tal que B (z) U; c UUi = B (z) c UUi UUi €1,
iel iel iel

Por lo tanto, t, es topologia para X .

3) Veamos qué B (r) € 1.

Sea y € B (r) y definimos &' = &—d(z,y) >0 (pues d(z,y) <e) PD B.(y) < B,(v).

En efecto, sea zeB.(y) = d(y,z)<e-d(z,y) = d(y,z)+d(z,y)<e y como d(r,2)<
d(z,y) +d(y,z) < € tendremos que d(z,z)<e .. zeB/(r) .. By(r)c B(r) .. B(v)et,.

4)PD (X,t,) no es metrizable.
Por contradiccién, supongamos que (X,t,) es metrizable, entonces existe d' métrica sobre X
tal que 1, =1, . En particular tendremos que t, refina a 1,y esto essi y solosi Vze X y

Ve>0 35> 0 tal que Bi(z) < BY (z).

Asi sea z € X como d es pseudométrica tenemos que existe y € X, y # =, tal que d(z,y)=0.

Si d'(z,y) =0 tendriamos que d' no es métrica lo que contradice la hipdtesis = d'(z,y) >0 y

asi sea € = % >0 y entonces dado z € X existe 6 >0 tal que Bg(:c) c Bgy(x) pero como

d(z,y) =0< 38 entonces ye Bg(ac) = ye Bg,(az) = d(z,y)<e= dv(;’y) Il pero esto estaria

Y Esto es porque por definicién & < g, ye<e, conloquesi ye B (z) = d(zy)<e<e = yeB, (z).Y asi
1

B (z) c le(z) , andlogamente para el otro.
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diciendo que d'(z,y) < %d'(w, y) lo cual es imposible .. Bg(x) & Bg’(m) Lty #ETy S (X, t,) no

es metrizable. m

e Problema 10. — Sea (X,d) un espacio métrico, r >0 y 0 =Y < X de tal manera que para
cualesquiera z,y € Y distintos se cumple que d(z,y) > r . Demuestra que si D < X es denso en
X entonces |D| = [Y].

Demostracién: Sea €Y < X. Como D es denso en X, tendremos que X = D, asi
z €D,y como es un cerrado, existe una sucesién {xn} N E D (no constante) tal que z, — =
ne

en Y. Entonces por definicién de convergencia, dada r >0 existe ny; e N tal que Vn>n, se
cumple que d(z,,z) <r, pero esto me estd diciendo que z, ¢Y, pues de estarlo entonces
d(z,,r) 2 r cosa que no pasa.

Por lo tanto, tengo que Vz eY El{a:n}neN cDy3n, eNtalque Vn2n_, z ¢Y, pero

z, € D, por lo que para cada z € Y puedo encontrar elementos que estan en Dy que no

estan en Y, por lo que |D| > |Y| ]

e Problema 12. — Sean X un conjunto y B, B, dos bases para topologias T,y 1o,
respectivamente, sobre X. Prueba que si para cada v € X y U ety con v eU existe V € B, tal

que €V c U, entonces 1, C 1,.

Demostracion: Sea U e 7 PD Ue Ty

Como B, es base EI{UZ.}Z,EI c B, tal que U = UUi . Pero como cada U, € B tenemos que
iel
U, €1, para cada i.

Con lo anterior sea z, € U, y entonces por hipotesis 3V, € B, tal que z, €V, cU,, con lo que

Uv.cJv,=v pp U=V,

iel iel iel

Ya tengo una parte de la contencion, asi sea €U = zeU, para alguna i€l y por lo

anterior :veVi gU,L. por lo que a:eVZ. = z€ UVZ. s Uc UVi U:UVi con esto
iel iel iel

tenemos que U es unién de basicos de B, por lo que Uet,. B
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PARTE 2

e Problema 1. — Sea (X,d) un espacio métrico. Prueba que, para cualesquiera w,z,y,z € X se

cumple que:
| d(w,z) - d(y, 2) |< d(w,y) + d(z, z)
Demostracion: Tenemos que

d(w,z) < d(w,y) + d(z,y) < d(w,y) + [d(z,2) + d(y, 2)]
< d(w,z) —d(y, z) < d(w,y) + d(z, z)

Y, por otro lado

d(y,z) < d(y,w) + d(w, z) < d(y, w) + [d(w, z) + d(z, 2)]
< d(y,2) < d(w,y) + d(z, 2) + d(w,z) = —d(w,y)—d(z,2) < d(w,z) - d(y, 2)

Juntando estas iltimas desigualdades obtenemos que

—d(w,y) + d(z,2)] £ d(w,z) — d(y,z) < d(w,y) + d(z,2z) < |d(w,z)—d(y,2)|<d(w,y)+d(z,z) =

e Problema 2. — Sea (X,d) un espacio métrico y A,B < X, la definicion de métrica se puede

extender a los subconjuntos de X, con la funcion

d(A,B)= inf {d(a,b)}
acA,beB

Muestra un ejemplo de un espacio métrico X y dos subconjuntos A, B de X tales que d(A,B) =0

Demostracién: Consideremos (R,d) y tomemos A={+:neN} y B={-1:neN}.
n n

Sea b e B fijo, es decir, sea —% € B fijo, entonces:

inf {d(a,b); = inf

{d(a, —%)} = lim

n—»0

L= -4 =1y

n

Con lo que
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o8 = g ) = g s 5] = ) - -0 o

e Problema 3. — Prueba que para cada T € R" se cumple que:

pr-q
o lzl, <lzl, <nlzl, sil<q<p

1
* |zl <lzl, <n |zl para todo p=1

(Estos dos incisos engloban las tres desigualdades del problema)

Demostracion:
1)
e Para la primera desigualdad, tenemos que

1/q

a/ap

7, —[g\xk\pJW :{g%‘pJ ) [g\%\prp

Pero por la desigualdad de Holder sabemos que (Z‘an‘)r < Z‘an " , con lo que
n VAR y Yooy, Ya
I, = [Z\xk\ﬂ < [Z\xk\” } - [Z\zk\qJ = I,
k=1 k=1 k=1

=l <11,

e Por otro lado, para la segunda desigualdad, con a;, = xkq , b, =1 y llamando r = 251 1a
q

desigualdad de Hélder me dice que

1—1/r l—q/p

n n l/r n n n » q/p n
Shod <[l | [Shr| = Sl <[ S| [Sir ]
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

N . q/p ; 1/q A p
g P 1- q e P
= Dl <\ Yl | 2 = Y[ <0 Yl
k=1 k=1 k=1

k=1

Pr-q
S A
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2)

e Para la primera desigualdad tenemos que

Mp

n n
P P P P P
ol <l = [l < 2" = fml 2| 2led
i=1 i=1
Y esto es para todo ‘xk‘, en particular para el maximo de ellos

Mp

p
X,
)

= 2| X

i=1

~ e, <[
o p

e Por otro lado, sabemos que para cada k, se cumple

n n

— —| p || P

foif smaxlenfy <[, = feil <ol = Zlal” < X[,
k=1 k=1

Mp

1

n n
P - P p L
S S b = [Sl] <o
0 0
k=1 k=1
— l —
p a0
Con lo que quedan demostradas las desigualdades. m
e Problema 4. —
Sea (V.|||) un espacio normado. Demuestra que para cada v € V' y
para cada € > 0 existe w € V\{v} tal que |[v — w| < e. Concluye que
ninguna norma puede inducir la métrica distreta.
Demostracion: Sea € > 0.
eSi v =0, entonces para w =0 funciona.
*Si [y =1, entonces sea w = v, entonces lv = wl = v —S= H(l — 5| = 3”1)” =<e.

e Si ||v||¢ 1, entonces considerando ﬁ, es unitario, entonces por el punto anterior existe
(i

€ 1

zeV\{v} para % >0 tal que, —zl<E& = =
o] ol ol

e U—||v||-zu<i: ||v—||v||~z||<£
ol ol

entonces w = ||v||z es el vector buscado.

10
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0 siv=
Ahora, supongamos que existiera || || :V > R tal que “v - w” = ddis(v, w) = {1 S% vew norma.
siv#w

Pero por lo anterior dado veV y 1>0 existe weV, w=uv tal que o —wl < 1, pero esto
contradice el hecho de que como v #w = ||v —w|| =1 .. ninguna norma induce a la métrica
discreta. m

e Problema 5. — Demuestra que si 1< q < p <o entonces

e Para cada {z}._ se cumple que "{xi}ieN"q > "{Ii}ieN”p

Demostracion:

1) PD Lzl,.

eSi p< o, sea xk:+

p entonces tendremos que {z;} el y {z;} ¢, . En efecto

P 1
= —/<OO
k:lkpq

2

0 0

Dl = 2w
xk - kl/q

k=1 k=1

1

q 1
ZZE:OO por lo que {zk}$lp lp'¢—14'

s Az} e lp sin embargo i|ﬂsk|q = i

kl/q
k=1 k=1 k=1
*Si p=w,sea 7, = le/; entonces tendremos que {z,} el y {r.} ¢ L, En efecto
1 1
sup |z, | =sup|—-|=—-=1
keN| | keN kl/q 1

1
ke

o Az} el sin embargo i|ﬂ&k|q = i

q 0
- 2 l:oo por lo que {xk}gélp looQ;lq.
k=1 k=1 kzlk

*. con estos dos casos obtenemos que lq * lp. [ |

2) Demostraremos el segundo y tercer punto juntos.

% Pues es una serie geométrica con r=£>1 ya que por hipdtesis p>q.
q

11
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. q . -
*Si p<ow, sea {z,} el, = Z|xk| <. Ahora consideremos el vector I = (z,7,,.

)
k>1

e R", por el problema 3 sabemos que ||5||p < ||§||q si1<qg<p,es decir

0 Ve Va 1/p /g
Z|xk|p < Z|xk|q = lim Z|xk|p < lim Z|xk|q
=1 el n—»>0 n—»00
p /q » Vp 1/g
P m@zw < T}gzw - ;W < ;w

o]
q .
Pero como Z|mk| <o = Z|xk|p <o oo {z}e L, Ademas, demostramos que
k>1 k=1

[z:dienl, <@} icnl,

. q . .
eSi p=o, sea {xk}elq = Z|xk| <. Ahora consideremos el vector = (zy,7,,...,2,)
k>1

e R", por el problema 3 sabemos que |z],, < ||g?||q para todo ¢ >1, es decir

1q 1/q

max |a:k|S Z|xk|q = lim max |a:k|< lim Z|:ck|
1<k<n P n—oo 1<k<n n—>00

1/q

0= max|a:k| < sup|1'k| < Z|xk|
keN

Pero como Z|mk| <o = sup|xk| <o .. {z;}el, . Ademas, demostramos que
keN
k>1

[t ienl,. = i,

e Problema 6. — Demuestra que si 1< p<ow y {z,}, €l entonces:

[} ienl,, = i [ deen],

Demostracion: Primero notemos que como r — o, podemos considerar r > p, de esta manera

P Como cada suma finita es positiva, la rafz es continua en esos valores y entonces el limite puede entrar.
9 Esto es pues tendré que el méximo sobre los naturales de la sucesién esta acotado superiormente por la suma de
la derecha, y entonces por definicién de supremo serd mayor a este.

12
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por el problema 5 "{xi}ieN"r < "{mi}ieN”p <o yasi Vr<p<oo

{xi}ieN”T existe.

Igualmente, por el problema 5, sabemos que Vr > p "{:vz.}z.eN"oo < ||{xi}z.eN||T =
[z} ienl., < Jim [} sen] -

Pl [tz ien, <w:dian.,
p/r

p

1—p/r
" .

<
r

Obs.- Para toda r > p, se tiene que

{:}ien {z:}ien {;:}ien

En efecto, tenemos que

"{xi}z’eN

re [ZI%-IT]W = (Z|xl|’“p .|xz_|p]1/’"

7>1 1>1

pero |xz| < sg{) {|xz|} = ||{xi}ieN||oo , con lo que
12

r—p » l/r r—p/r » l/r
{;}ien]), S(Z {z;}ienl, |$z| j = {2 }ien], [Z|xz| J
i>1 721
l/p p/r
l—p/r p 1—p/7' p/7'
= "{xi}ieNuw (Z z; ] = "{xi}ieN"w ) {xi}ieN D
i>1
Con lo anterior, t v ol <l et 7y entonces
on lo anterior, tenemos que Vr>p {7 };n| <17} jen ) i }ien||, vy entonce
. . p/r l—p/r 0 1
}f}o "{xi}ieN "T = }i{}o ||{$i}ieN "p '||{%}Z-EN "oo - "{xi}ieN "p '||{%-}¢EN "w - ”{xi}ieN "oo
wdim e, <[],
r—0
ast tendremos que |z} < lim lzdien, <[{edien], = [odienl, = lim ez} ien], -

e Problema 7. — Da un ejemplo de una sucesion de funciones continuas {f;},_ tales que

fZ” =1 para cada i € N pero lim "fZ”OO =00 .

1—>00

Solucién: Sean f, :[0,1] - R dadas por

13
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—on2p 4+ 9p Si os:ps%
o) = 1
0 si +<z<1
n
Entonces tendremos que para cada n € N es continua, pues
lim f, (z)= lim 0= f(0)=0= lim —om2%r+2n = lim f, ()
z—)l/n ac—)l/n+ z—)l/n7 z—)l/n

por lo que {fn} c C[o,1].

1/ n
(T Id:v = Io [, (x)dz pero esto no es mas

=@

Ahora, tenemos que

fn

que el area debajo del rectangulo de la imagen la cual es =(

[ful, =1 Pero 1],

sup
z€[0,1]

f, (:v)| =2n y entonces lim ” fn”
n—>0

n—>0

2n

S

; 1.2n)=1VneN. Por lo que
n

=lim2n=0. W

e Problema 8. — Para cada k € N, sea f. :[0,1] - R, la funcién dada por

sio<r<i

>

0 en otro caso

fk(l") _ {1—/{1:

Calcula “fk”p para cada 1<p<ow y keN.

Solucion: Las funciones estdn bien definidas. Claramente Vk e N f, es continua en los

intervalos [0, %) y (%,1), veamos que es continua en % Tenemos que
lim f(z)= lim 1- IL’k—l—— k=0y lim f(z)= lim 0=0
x—)l/k_ x—)l/k x—)l/k+ x—)l/k+
= lim f(z)=0=f() .. f es continuaen [0,1] Vke N
x—)l/k k
Asi {f/f}keN c C[0,1].

Z
Considerando a C[0,1] con la norma |g|| [J. ‘g x)‘ d:c] ,sea 1<p<ow y keN entonces:

1/p
A A R R T e W

14
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1/k 1 Yp 1/k ip
= [J.O |1 - kz|p dx + Il/k|0|p d:vJ = (JO |1 - kx|p dllij

pero esta integral es el area de triangulo con base % y altura 1, la cual es ;—k, por lo que

”fk"p = (i)l/p paracada keN y 1<p<ow. m

e Problema 9. — Sea C"[a,b] el conjunto de funciones r-veces continuamente diferenciables en

[a,b] . Demuestra que para cada p € [1,0] la funcion I ||,n’p : C"[a,b] > R dada por

I, = 21,
k=1

€s una norma.

Demostracion: Recordemos que || || p con 1< p<oo eslanorma de Cla,b]. Veamos que

efectivamente | ||T7p es norma.

e, =0 = s=0

(/A
Sea f e C"[a,b] tal que ||f||r7p =0 Zrl“f(k)“p “f ” =0 V1<k<r perocomo I ||p
k=

es norma, esto pasa siy solo si f ® =0 o f =0 es la funcién idénticamente 0.

e Voo e R "(Xf",.’p = |Ot|"f||r,p

Sean f e (C"[a,b]y o € R, entonces sabemos que al multiplicar por una constante a una

funcién diferenciable seguird siendo diferenciable, por lo que of € C"[a,b], entonces

losl, , = 2 J@n®] = 2fa-r®] Z|G|Hf N, =l 2l ®], =ledlA,,,
k=1 k=1 k=1

P H norma i

« i€ C'lab) I+, <l +ld,.,

Seanf,g < C'la,b = |1+, , - z“f+g |, zg”f<k>+g< )|

=Sl + X, =M, +lel,
k=1 k=1

ZHf ), s,

P H norma ¢

15
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Por todo lo anterior | ||r7p es norma con p € [1,00].

e Problema 10. — Comprueba si las siguientes funciones son isometrias.

m id: (Rz.dp) — (RQ.(EQ) para p # g
w id: (C0,1],d,) —s (C[0.1].d,) para p # .
w i (CUH0, 1], dio) — (C[0,1],dy) (i denota la inclusion).

Demostracion:
e Veamos que id : (]R2,dp) - (]R2,dq) no es isometria

Supongamos que si es isometria con p # ¢, entonces para (1,1),(0,0) € R se tendra que

d ((1,1),(0,0)) = d, (id(1,1),id(0,0)) < d ((1,1),(0,0)) = d,((1,1),(0,0))
o Jan], =Jan], e 0P = e

o 2ol o oy
Pero esto contradice la hipétesis de que p#¢q .. id: (RQ,dp) - (]RQ,dq) no es isometria. m

e Veamos que id : (C[0,1],d ) - (C0,1],d ) no es isometria.

Supongamos que si es isometria con p # ¢, entonces para f,g € C[0,1] con f(z)=z y g(x)=0

se tendra que

d,(f.9) = d,(id(f),id(g) = d,(f.0)=d,(f.9) = [f-g] =]F-d],

(] =) o (Jlora) " [orer)”

(Ll)l/p (q+1)1/q < (p+1)1/p =(q+1)1/q

sin embargo, la funciéon h(z) = (z+1)® es decreciente y continua en [l,00)” por lo que es
inyectiva en dicho dominio, asi h(p) =h(q) < p=q!!! pero esto contradice la hipétesis de
que p#q .. id:(C[0, 1],dp) - (C[o, 1},dq) no es isometria. m

e Veamos que i : (C[0, 1],d, ,) = (C[0,1],d,) no es isometria.

Sean f(z)=zy g(z) =0, son tales que f,g e 01[0, 1], de esta manera

Esto se demuestra en la parte final del documento.

16
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o (82),70) = dy p@,0) = o], =[]+, =[], <,

1 1
K N T e

= dy(7,0)+1

por lo tanto d, ,(i(z),i(0)) # dy(z,0), por lo que no es isometria. m

e Problema 12. — Sea (X,d) un espacio métrico y
iso(X,d) = {f : X > X | f es isometria biyectz'va}
Demuestra que iso(X,d) es un grupo respecto a la composicion.

Demostracion:
e Veamos que la operacion es cerrada, es decir, Vf, g € iso(X) fog e iso(X).
En efecto, como f y gson biyectivas, la composicion seguird siendo biyectiva. Ahora sean
z,y € X, entonces
9(z),9(y)eX zyeX

d((fog)(@),(fo9)(y) =d(f(9(z), f(g(y) = d(g(z)),9(y)) = d(9(z)),9(v))

f iso g iso

con lo que fogeiso(X).

e Veamos que existe un elemento neutro. Es decir, que existe g € iso(X) tal que gef=fog=f
Veamos que la funcién idy : X — X, es el neutro en esta operacion. Claramente la identidad

es una funcion biyectiva, ademéas como tenemos la misma métrica en el dominio como en el
codominio se tiene que d(id y(z),id y(y)) = d(z,y) .. idy €iso(X) y ademds

(id y o f)(z) = id y (f(2)) = f(2) = f(id x (2)) = (f oid x ) (z)

eLa operacion es asociativa, esto es, Vf,gheiso(X) = (fog)ch=fo(goh), pues la

composicién de funciones lo es.

e Finalmente veamos que existen inversos, esto es, para cada f € iso(X), existe g € iso(X) tal
que fog=gof=idy.
Dado f eiso(X), se tiene que f es biyectiva por lo que f 1 existe y serd biyectiva. Ahora

sean f(r)=%e Xy f(y)=9 € X, por lo que, fﬁl(i) =zy fﬁl(g) =y, de esta manera

17
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d(f N @), @) = dlz,y) = d(f(2), () = d(F(F @), F(FT@))) = d(Z,7)

f iso
. 7! es isometria .. f_1 € iso(X). Asi tomando g = flestalque fog=gof= id 5 .

. is0(X) es un grupo con la operacién composicién. m

e Problema 15. — Sea (V.| |) un espacio normado y sea M = {v eV |l < 1}. Describe a p,

en términos de | |.
Demostracion: Veamos que efectivamente M cumple lo del ejercicio 14.

OOVeM.
Como Jol=0<1 = 0eM.

eVoweMytel0l, tv+(1-twe M.
Sean las hipdtesis, entonces "tv +(1- t)w” < "tv" + "(1 - t)w" = t”v" +(1-1) "w” < t-1+(1-1¢)-1

v,weM

= [w+a-tw|<t+-1=1 - w+@-tweM.

eVveMytel[-L1] = tveM.
Tendremos que ||tv|| = |t|||v|| <1- ||11|| <1 por lo que tv e M.

eVoeV It>0tqtveM

Si v =0 entonces tomo t =0 y asi ||tv|| =0<1 = tve M, entonces sea v € M—{O} v t=+r,

=M=1 = tve M.

entonces ||tv|| = HH_iHU o

OVUGV—{O} Jt>0tqtve M

Sea velV. Si ||v||>1 = 1l-veM. Si ||v||£1 sea t:ﬁ de esta manera ||tv||=H—2H>1 y
v U

entonces tv ¢ M.

Con esto, por el problema 14, P, (v) es una norma sobre V y ademas

PM(U):inf{t>0:%veM}zinf{t>O:

Ly go} =nf{t>0: ol <t} =l m

e Problema 17. — Para z,y € R definamos las siguientes funciones

18
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a) d,(z,y) = (z - y)*
b) dy(z,y) = |z -9
&) dy(wy) = |2 — 7

d) dy(z,y) =z - 2]
¢) dyfay) =

Indica cuales son métricas sobre R .

Demostracion:
2
a) dy(z,y) = (- y)
No es métrica pues no cumple la desigualdad del tridngulo, tenemos que d,(4,1) = (4 - 1)2 =90y

d,(4,2)+d,(2) = (4-2°+2-1)? =5 . d(41) £d;(4,2)+d,(21).

b) dy(z,y) = |z - 9]
Si es métrica.
e di(z,9)=0 < \/|a:—y|:O IS |:I:—y|=0 S =y

o dy(2.) = lr 3| =y -2 = 4, (5.2)

sdy)=lo-sl o = eodileoalts el = dy@a+ 4y

0) dy(,9) = o2 -4

No es métrica, pues para z =2y y = -2 se tiene que d,(2,-2) = ‘22 - (—2)2‘ =0 aunque z # y.

d) dy(z,y) = |z — 2
1

No es métrica, pues para x =1y y = 5 se tiene que dl(l,%) = ‘1— 2(%)‘ =0 aunque z #y.

) dy(oy) = L

Si es métrica.

]
1+‘x7y‘

e di(z,y)=0 < =0 & |:E—y|=0<:)x=y

‘x—y‘ _ ‘y—x‘ dl(y’ :C)

1=y 1+]y—a] -

° dy(z,y) =

¢ Esta se da porque para a,b>0, Ja+b < \/;+\/Z .
19
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1
1+a+b

1 _qv

e Primero, tenemos que para todo a,b >0 se cumple que (*) m

>_1
1+a

Entonces tenemos que

> 1
1+|x—y| 1+|x—z|+|z—y|

|:v—y|£|x—z|+|z—y| = 1+|x—y|£1+|x—z|+|z—y| =

y por la propiedad mencionada arriba usada para a = |x - y| y b= |z - y| tendremos que

1 > 1 > 1 + 1 -1
1+|x—y| 1+|x—z|+|z—y|(*)1+|x—z| 1+|z—y|
= L > ! + ! -1 = —;sl— 1 + 1 )
1+|a:—y| 1+|$—z| 1+|z—y| 1+|:c—y| 1+|3:—z| 1+|z—y|
U S PUR ST SN L' P ot B 2l
1+|x—y| 1+|x—z| 1+|z—y| 1+|3:—y| 1+|x—z| 1+|z—y|

wody(zy) < dy(z,2) +d(2,y).

Por lo que si es métrica. m

Y Esto se demuestra en la parte final del documento.
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