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1. —Sea X un conjunto arbitrarioy d : X2 — R. Demostrar que d es métrica si, y solo si:

() Ve,yeX [dz,y)=0 < z=y |
(2) Vz,y,2z € X [ d(z,y) < d(z,2) + d(y,2) ]

Demostracion: La ida es trivial, pues partiendo de la suposicién de que d es métrica se
cumple (1), ademds por la desigualdad del tridngulo Vz,y,z € X [ d(z,y) < d(z,2) + d(z,y) ]

pero como d es métrica d(y,z) = d(z,y), quedando demostrada la propiedad (2).

Reciprocamente supongamos que d : X2 5> R cumple (1) y (2), y notemos que vasta probar

que Vz,y € X [ d(z,y) =d(y,z) ]. Por la propiedad (2) tenemos que
d(z,y) < d(z,2) + d(y,z) = d(z,y) < d(y,z)
y
d(y, ) < d(y,y) + d(z,y) = d(y,z) < d(z,y)

por lo tanto, d(y,z) < d(z,y) < d(y,z) .. d(z,y) =d(y,z) y asi d es métrica. m

2. —Sea X un conjunto arbitrario y

{f : X > R|im(f) es acotado} = B(X,R)
Demuestra que la funcién d : B(X,R)?> — R dada por

d(f,9) = sup{| f(z) - g(x)}

reX

estd bien definida y es métrica sobre B(X,R).

Demostracion: Primeramente, veamos que la funcién esta bien definida.
Sean f,g € B(X,R), por hipdtesis tendremos que im(f) y im(g) son conjuntos acotados, por

lo que existen 7,7, € R* tales que ‘f(:]:)‘ <r VzeXy ‘g(w)‘ <r, VzeX, asi:



D.triangulo

‘f(iv) - g(l‘)‘ < ‘f(z)‘ + ‘g(a:)‘ <m+r, VzeX

Esto me dice que el conjunto {‘ f(z)— g(a:)‘ ‘T € X} esta acotado superiormente por 7, + 7, y

por el axioma del supremo el conjunto tiene supremo, es decir, d(f,g)=sup {‘ f(z) - g(x)‘}
reX

esta bien definida para cada f,g € B(X,R).

Ahora demostraremos que efectivamente, la funcién es métrica sobre B(X,R):

* Si f =g esclaro que d(f,g) = sug {0} =0, entonces supongamos que d(f,g) =0 y esto es
ze

si, y solo si sup {‘ flz) - g(a:)‘} =0, pero por definicién del supremos sabemos que para cada

zeX se tiene que sup {‘f(x) - g(m)‘} > ‘f(x) - g(x)‘ = 02 ‘f(m) - g(x)‘ >0 por lo que

‘f(x) - g(x)‘ =0 = f(z)=g(z) para cada z € X, es decir, f=g.

* Por el problema 1, solo falta probar que Vf,g,h € BX,R) [ d(f,g) <d(f,h)+d(g,h) ].

Entonces consideremos f,g,h € B(X,R) y asi, para cada z € X se tiene que

|£(z) - 9(@)| =|f(z) = h(z) + h(z) - g(=)
<|f(@) - h() + |h(z) - g(x)

ademads, sabemos por la definiciéon del supremo que

|F(2) = ha)| < sup {| (@)~ h(@)} v |o(2) — h(@)| < sup|g(z) - h(=)}

reX reX
obtenido finalmente que

‘f(ac < sup { } + sup ”g h(x)‘}
d

zeX
‘f( ) - ylz )‘S (f,h) +d(g,h) para cada e X

esto me dice que d(f,h)+d(g,h) es cota superior de {‘f(x)—g(x)‘:xe X} y por tanto
d(f,g) < d(f,h) +d(g,h). m



