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Problema 1. — Sean d, y d, métricas sobre un conjunto X. Demuestra que:

(a) d: XxX —» R dada por d(z,y) = min{l,d,(z,y)} es una métrica y es acotada sobre X.
Demostracion:
e Sean r,y € X tal que d(z,y) =0 < min{l,d|(z,9)} =0 < d|(z,9)=0 <& z=y

d, metrica
e Sean =z,y,z€ X, entonces como d, es métrica se cumple que dy(z,y) < d(z,2) +d,(y,2),
entonces, min{l,d,(z,y)} < min{l,d,(z,2) + d,(y,2)} <' min{l,d,(z,2)} + min{l,d,(y,2)}, es decir,

d(z,y) < d(z,2)+d(y,z) .. d es métrica sobre X. m

® La funcién es acotada sobre X, esto pues Vi,y e X, d(z,y) = min{l,d(z,y)} <1, pues si

min{l,d,(z,y)} =1 se cumple, y si min{l,d,(z,y)} = d,(z,y) es porque d,(z,y)<1. ®

(b) d;+d,: XxX - R dada por (d, +d,)(z,y) = d;(z,y) + dy(z,y) es una métrica sobre X.
Demostracién:

e Sean z,ye X tal que (dy +dy)(z,y) =0 < d(z,9)+dy(z,y) =0, pero como d, y d, son

métricas, tenemos que son no negativas y entonces la tinica manera en que la suma de ambas

sea cero es que ambas son cero = dy(z,y) = dy(2,9) =0 &S =y
d, metrica

e Sean z,y,z € X , entonces como d, y d, son métricas se cumple que d,(z,y) < d(z,2) +d,(y, 2)
Y do(z,y) < dy(x,2) +dy(y, 2),, por lo que sumando ambas expresiones:
dy(2,9) + dy(@,y) < [ dy (@, 2) + dy (2, 2) | + [ d, (1, 2) + dy (4, 2) | = (dy +dy)(2,y) < (d; +dy)(3,2) + (dy +dy) (Y, 2)

. d es métrica sobre X. m

(c) max(d,d,): X x X - R dada por max(d,,d,)(z,y) = max(d,(z,y),d,(z,y)) es una métrica sobre
X.

Demostracion:

T' Esta es una propiedad del minimo, pues, dados a,b,c € R* se cumple que min(a,b + ¢) < min(a,b) + min(a,c).
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e Sean z,y € X tal que max(dy,d,)(z,y) =0 < max(d(z,y),ds(z,y)) =0 < d(z,y) = dy(z,y) =0

& z=y.
d, metrica

e Sean z,y,z € X , entonces como d, y d, son métricas se cumple que d,(z,y) < d(z,2) +d,(y, 2)

Y dy(m,y) < dy(7,2) +dy(y, 2) , entonces

max(dy,dy)(z,y) = max(d (z,y),dy(2,y)) <" max(dy(z,2) +d;(y, 2),dy (2, 2) + dy (v, 2))

ax(dy(z,2),dy (2, 2)) + max(dy(y, ), dy(y, 2))
ax(d,,d,)(z,z) + max(d,,d,)(y, 2) -

IA

. d es métrica sobre X. m

(d) Si r e R es mayor que cero, entonces rd, : X x X — R dada por (rd,)(z,y) = r-d,(z,y) es una
métrica en X.
Demostracién:

e Sean 7,y € X tal que (rd))(z,9) =0 < r-di(z,9)=0 < dy(z,y)=0 < z=y.

r#0 d, metrica

e Sean 1,9,z X, entonces (rd))(z,y) =7-dy(z,y) < r-(d(z,2) +dy(y,2)) =7-dy(2,2) + 7 d|(y,2)
r>0

= (rdy)(z,2) + (rdy)(y,2) - (rd))(z,y) < (rd))(z,2) +(rd;)(y,2) -. d es métrica sobre X. m

Problema 2. — Sea (X,d) un espacio métrico dotado de la métrica discreta. Considera la

métrica producto del supremo vista en clase sobre X®. Demuestra que dicha métrica es igual
a la métrica de drbol definida a principio del curso.

Demostracion: Consideremos X© = {x N> X |zes funci()n} , en clase se prob6 que

p:(X®)? > R, dada por

0 siz =y
p(z,y) = 1 ) donde A(z,y) = min{n € N : z(n) # y(n)}
e siz#y
244,

es una métrica sobre X®, sin embargo, podemos ver a X desde otro angulo.

Este hechoesque 0 <a<c y 0<b<d,entonces, max(a,b) < max(c,d), sudemostracion sale con varios casos.

Paraa,b,c,d € R*, se cumple que max(a + b,c + d) < max(a,c) + max(b,d) . Pues de la desigualdad del triangulo

tenemos que ‘(a +0)—(c+ d)‘ = ‘(a —c)+(b-

)| < a—c‘+‘b—d‘ y entonces (a+b)+(c+d)+‘(a+b)—(c+d)‘

<(a+c)+ ‘a - c‘ +(b+d)+ ‘b - d‘ y dividiendo sobre 2 obtenemos la definicién de maximo.
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Claramente la métrica discreta es acotada, esto pues, Vz,y € X se tiene que d(z,y) <1, entonces

si para cada i € N escribimos (X,,d;) = (X,d) tendremos una familia de espacios métricos tales

que cada d, es acotada, entonces la funcién o : (H X Z.)2 — R dada por
ieN

G(Ivy) = SUP{WZH € N} = SUP{WZH c N}

es una métrica - sobre HX ;» pero como cada X, = X = HX ; =X, de esta manera ¢ es
ieN ieN

otra métrica para el mismo espacio vectorial, mas aun, demostrare que son iguales.

e Si z =y entonces Vn e N z(n) =y (n), asi por definicién p(z,y) =0, y reciprocamente o(z,y)

= sup {O/2n in e N} =0, entonces p(z,y) = o(z,y) .

e Si z#y entonces In e N t.q z(n) # y(n) con lo que existe A(z,y) =min{n e N:z(n) #y(n)} y

entonces por definicién p(z,y) = 1/ 98=Y) | reciprocamente dado que Vn < Az,y) = z(n)=y(n)

se tiene que sup {d(x(n),y(n))/Q” ine N} = sup {d(x(n),y(n))/?" in > Az, y)} pero como para los n

tales que z(n) = y(n) = d(z(n),y(n)) =0 podemos no considerarlos en el supremo, es decir
o(z,y) = sup {d(z(n),y(n))/2" in 2 Az, y)} = sup {1/2” :n 2 Az,y), z(n) # y(n)}

queddndonos inicamente la “sucesién” - PD el supremo es 1/ 9A@y) |
9"

En efecto, como n > A(z,y) = 1/2” < 1/2A(I’y) Vn > A(z,y) en particular n > A(z,y) t.q z(n)

# y(n) de esta manera 1/ 22=9) 65 el méximo del conjunto, y por tanto, su supremo también.

©oolx,y) = 1/2A(I’y) = p(z,y) .

. o =p son la misma métrica. m

Problema 3. — Sea (V,||-||) un espacio normado y v e V. Demuestra que la funcion f:R -V

dada por f(t) =tv es una isometria si, y solo si ”v" =1.

Demostracion: Considerando a R con la métrica usual, en efecto sean z,y € R, entonces:

Siz=y = froaf=0=[p] = o] = ) - 0]

La demostracién se anexa al final del documento.
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ey = o =-s0] o ool =fro-n] o o =le-sn] b
b ] o 1=l m

Problema 4. — Sea (X,d) un espacio métrico y y, € X fijo. La funcién f: X — B(X,R) dada

por f(z)(2) = d(z,2)—d(z,y,) esta bien definida y es una isometria.

Demostracion: La funcién estd bien definida, pues para z € X fijo, la funcién de 2, f(z)(z)
existe y es acotada, esto pues |d(m, z)—d(z, y0)| = Hd(m, z)| —|d(z, yo)” < |d(ac, y)| —|d(z, y0)| (anti

desigualdad del tridngulo), entonces |d(a:,z)—d(y,z)|£d(:c,z)—d(z,yo) < dwyg) +d(2y,)

triangulo

—d(2,y,) = d(z,y,) v este tltimo es un nimero real fijo para cada z € X .

s f e B(X,R). Veamos que es isometria.

En efecto, d,(f(@). /) = sup {f(z)(2) = )} = sup {Jd(w.2) = d(e.) = [dly:2) = dCer )]

= sup {ld(z,2) - d(y, )} - PD sup {[d(z,2) = d(y, 2)|} = d(z,y) -

1) Tenemos que con z =y, d(z,y) = |d(:z:, y)| = |d(:1:, y) —d(y, y)| € {|d(:z:, z)—d(y, z)| 1z € X} por lo que
por definicién de supremo d(z,y) < sup {|d(a:, z)—d(y, z)|}

zeX
2)Por el Problema 1 de la Tarea No Obligatoria’’ tenemos que |d(x, z) —d(y, z)| < d(z,y)

+d(z,2) = d(z,y), con lo que su)[; {|d(x, z)—d(y, z)|} < su};; {d(m, y)} = d(z,y)

Entonces por 1) y 2) tenemos que d(z,y) < sup {|d(x, 2) —d(y, z)|} <d(z,y) .. sup {|d(x, z)—d(y, z)|}
zeX zeX

=d(z,y) . d(f(z),f(y)) =d(z,y) .. f esisometria. m

Demostraciéon anexada al final.
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Anexo

Proposicion. — La métrica producto del supremo o : (H X7:>2 — R dada por
ieN
A (a(i) yi
(o) () N}

-
2 2

es métrica sobre HXZ. .
7eN
Demostracion:
o Sean zyeX tal que ofzy)=0 o sup{di(x(i),y(i))/Qi ie N} —0 o d,(2(i),y()/2" =0

VieN o d(o(i),y(@)=0 <  o(i)=y@@)Vi .. z=y.

d, metrica

® Sean 1,y,z € X, como para cada i e N d, es métrica, se tendra que

d(a(i), y(3)) < d,(2(0), 2(0)) + d, (y(0), 2(5)) = dl(:c(?; y(@) _ 4, <x(;>; A0) 4, (y(;)i, (1)) i
- Sup{di m(z)', ) e N} < Sup{di(x(z),z(z)) N dz(y(z)’, 2(i)) e N}
2Z 22 21
_ Sup{@ o0 41) N}+ Sup{dg ©,20) ., N}
2! o

. o(z,y) < o(z,2) +o(y,z) .. o es métrica sobre HXZ. .
ieN

Problema 1 No-Tarea. — Sea (X,d) un espacio métrico. Prueba que, para cualesquiera w,z,y,z € X
se cumple que:
| d(w,z) —d(y, 2) |< d(w,y) + d(z, 2)

Demostracion: Tenemos que

d(w,z) < d(w,y) + d(z,y) < d(w,y) +[d(z, 2) + d(y, 2)]
& d(w,z) —d(y, 2) < d(w,y) + d(z, 2)

Y, por otro lado

d(y,2) < d(y,w) + d(w, z) < d(y, w) +[d(w, z) + d(z, 2)]
< d(y,2z) < d(w,y) +d(z,2) + d(w,z) = —d(w,y)—d(z,z) < d(w,z)-d(y,z)

Si A,B < R no vacfos, entonces sup{A + B} = sup{A} + sup{B}.
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Juntando estas ultimas desigualdades obtenemos que

“ld(w,y) +d(z, 2)] < d(w,z) = d(y, 2) < d(w,y) + d(z,2) < |d(w,z) = d(y, 2) |< d(w,y) + d(z,2) =



