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Problema 1. — Da una lista de todas las topologias posibles que pueden existir sobre el conjunto

{a,b,c}.

Solucion: Llamemos L = {a,b,c} .

La lista serd la siguiente:

{0, L} | {9, {a}, L} | {9, {a}, {a b}, L} | {®, {a}, {a, b}, {a, ¢}, L} | {@, {a}, {b}, {a, b}, L}
{o, {0}, L} | {9, {0}, {a, b}, L} | {@, {b}, {a, b}, {b, ¢}, L} | {9, {a}, {¢}, {a, ¢}, L}
{0, {c}, L} | {9, {c}, {a, b}, L} | {@, {c}, {a, c}, {b, ¢}, L} | {@, {b}, {c}, {b, ¢}, L}
{@, {a, b}, L} | {9, {a}, {a, ¢}, L}
{0, {a, ¢}, L} | {9, {b}, {a, ¢}, L}
{2, {b, ¢}, L} | {9, {c}, {a, ¢}, L}
{0, {a}, {b, ¢}, L}
{@, {0}, {b, ¢}, L}
{@, {c}, {b, ¢}, L}

{9, {a}, {6}, {a, B}, {a, ¢}, L} {9, {a}, {6}, {c}, {a, b}, {a, ¢}, {0, ¢}, L}
{9, {a}, {6}, {a, 0}, {b, ¢}, L}
{0, {a}, {c}, {a, ¢}, {a, b}, L}
{9, {a}, {c}, {a, ¢}, {b, ¢}, L}
{@, {0}, {c}, {b, ¢}, {a, b}, L}
{9, {0}, {c}, {0 ¢}, {a, ¢}, L}

Problema 2. — Sea (X,t) un espacio topologico. Demuestra lo siguiente:

e X y Qson cerrados.

o Si{F;},.; es una familia de conjuntos cerrados, entonces ﬂ F. es cerrado.

iel



Lorenzo Antonio Alvarado Cabrera Tarea 5

e Si F,G son cerrados, entonces F UG es cerrado.

Demostracion:

e Como 7t es topologia, entonces X y @ son conjuntos abiertos (pues pertenecen a la topologia).
Entonces tenemos que X es cerrado si, y solo si, X\ X =0 es abierto, lo cual es cierto.

Andalogamente @ es cerrado si, y solo si X\ @ = X es abierto, que nuevamente se cumple. m

eDado que {F;},_; es una familia de conjuntos cerrados, se tiene que {X \ F,}._; es una familia

de conjuntos abiertos, y dado que t es topologia se cumple que U X\ F; es abierto, pero con

iel
esto tenemos que X \ﬂFZ = UX \ F, es abierto, por lo que ﬂFi es cerrado (pues su
iel iel iel

complemento es abierto). m

e Como F,G son cerrados, se tiene que X \ F'y X \ G son abiertos, de esta manera como t es
topologia se tiene que (X \F)n(X\G) es abierto, pero esto me dice que X\ (FUG)
=(X\F)n(X\G) es abierto, por lo que F UG es cerrado.

Problema 3. — Sea (X,d) espacio métrico, z € X y e>0. Demuestra que el conjunto

A={ye X :d(zvy) > e} es abierto.

Demostracion: Sea y € A y € =d(z,y)—e, como y € A se tiene que d(z,y) >e = €=
d(z,y)-e>0. PD B_(y)c A.

En efecto, sea z € B_(y)
= dzy)<e = dzy) <dzy)-e = dlzy)<e = e<d(z,y)—dzy)

Pero por la desigualdad de triangulo, d(z,y)—d(z,v) < d(z,2)+d(z,y) —d(z,y) = d(z,z), por lo

tanto: d(z,z) >e = ze A yasi B.(y)c A porlo que A es abierto. m

Problema 4. — Sea X =10,1)U(L,5]. Demuestra que [0,1) es un subconjunto abierto de X y

también es cerrado en X.

Demostracion:
e) Sea z €[0,1).

Siz=0,sea 82% = BL(O):[O,%)Q[O,D.
2

nﬂnﬂx—ﬂ x—ﬂ}

2

)

Si z # 0, consideremos ¢ = (Entonces ¢ < |x| =zrye< |x - 1|)
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PD: B (r) < [0,1).

En efecto, sea y € B (z) = |y—:n|<a = —g<y-r<eg = -—-g+x<y<e+z, por otro lado,
como z €[0,1) = 0<z<1,entonces 1—z >0,y asi y<s+a;<‘m—1‘+x:‘1—x‘+x:1—x+x
=1 y también y>—8+x>—|m|+x=—x+x20 L 0<y<l ooy el0])

Con lo que Vz €[0,1) existe ¢ >0 tal que B (z) <[0,1) y por tanto, [0,1) es abierto.

¢) Vamos a demostrar que (1,5] es abierto.
Sea z € (1,5].

Siz=5,sea S:é = B.(5)=,5c1,5].

2

1
2

min{‘x—l SE—E)‘}

2

)

Si z # 5, consideremos ¢ = (Entonces ¢ < |£C—1| ye< |x—5|) PD: B (z) < (1,5].
En efecto, sea y € B (z) = |y—x|<s = -—g<y-zr<¢& = -—-g+x<y<e+z, por otro lado,
como z € (1,5] = l<z<5,entonces 5—z >0,y asi y<8+x<|x—5|+x=|5—x|+x=5—3:+x
=5 y también y>—8+x>—|:c—1|+x=—(:v—1)+:c=1 Lol<y<h onoye(1,5]

Con lo que Vz e (1,5] existe € >0 tal que B_(z) < (1,5] y por tanto, (1,5] es abierto. De esta

manera X \ (1,5]=[0,1) es cerrado.

Que un conjunto sea abierto No implica que no sea cerrado.
Que un conjunto sea abierto No implica que no sea cerrado.
Que un conjunto sea abierto No implica que no sea cerrado.
Que un conjunto sea abierto No implica que no sea cerrado.
Que un conjunto sea abierto No implica que no sea cerrado.

Problema 5. — Considera el siguiente subconjunto de [0,1]® .
A={z€[0,1]”:3IneN (z(n) =1)}

Demuestra que A no es abierto en [0,1]° y tampoco es cerrado, si consideramos a [0,1]° con

la métrica de la suma.

Demostracion:
e) Veamos que no es abierto. PD: 37 € A tal que Ve >0 B ()¢ A.

Sea z(n) =1 la funcién idénticamente 1, entonces z € A .

Ahora, sea ¢ =2,y consideremos y(n) = %, asi:



Lorenzo Antonio Alvarado Cabrera Tarea 5

- [#)-3(m) =3 1
xy)_z Z 22n+1:5<8
neN neN neN
por lo que § € B (z) pero § ¢ A, pues no existe n e N tal que g(n) =1.

Con esto sea € >0, e #2 y sea gy(n) =%, asi:

LRI 3= B AT T
neN neN

neN

por lo que § € B (z) pero § ¢ A, pues no existe n e N tal que g(n) =1.

Asi para toda & >0 encontramos y € B (z) tal que y ¢ A .. Ve >0 B (r) ¢ A por lo que 4 no

es abierto.

¢) Veamos que no es cerrado. Para ello veremos que su complemento no es abierto.
Consideremos [0,1]*\ A ={2€[0,1]” : Ve N (&(n) 1)} PD [0,1]°\ Ano es abierto. PD:
37 €[0,1]° \ 4 tal que Ve >0 B_(£)  [0,1]”\ A.

Sea z(n) = 0 la funcién idénticamente 0, entonces z € [0,1]° \ A.
. Falto : (

Problema 6. — Sea (X,1) espacio topoldgico, y sean A,B < X . Demuestra que:

a) Si Ac B, entonces AC B
b) AUB=AUB

(
(

(c) int(int(A)) = int(A)
(&)

(

d
¢)

es cerrado si y solamente si A = A

ILII e

Demostracién:
(a) Sabemos que B c B, pero por hipétesis A ¢ B = A c B, pero entonces tengo un conjunto

cerrado que contiene a A y como A es el conjunto cerrado mas chico que contiene a A entonces
AcB.m
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(b) Tenemos que Ac AyBcB = AUBcC AUB,ycomo AUB es cerrado %, tenemos un

cerrado que contiene a AU B, por lo que AUBc AUB.

Por otro lado Ac AUBy Bc AUB = AcAUB y Bc AUB porloque AUBc AUB,
(a)

teniendo la otra contencién. Por tanto, son iguales. m

) int(Z)gE(=)Z . int(A)c A " = int(int(A)) < int(A).

Por el otro lado, como int(A) es abierto, entonces int(A)=int(int(A)) y ademdas como

(¢) Sabemos que int(4) c A

y

—

int(A) c int(A) entonces int(A) = int(int(A)) < int(int(A)). Por lo tanto int(int(4)) = int(4). =

(d) =] Supongamos que A es cerrado. Por un lado sabemos que A < A y por otro, como A
es cerrado y A < A entonces tengo un cerrado que contiene a A por lo que por definicién

Ac A, porloque A=A.

<] Supongamos que A = A, entonces como A es cerrado, tendremos que A es cerrado. m

(e) Por el inciso anterior, como A es cerrado, entonces (A)=A. m

Problema 7. — Sea (X,1) un espacio topologico y D < X denso. Demuestra que si U < X es

abierto en X, entonces DU es un subconjunto denso de U wvisto como subespacio de X.

Demostracion: Recordemos dos teoremas vistos en clase:
Teo 1. Sea (X,t) espacio topoldogico, y Y < X . Dado LY se cumple que L es denso en

Y sz’ysolosz’Ygl_}X.

Teo 2. — Sea (X,1) espacio topoldgico, y D < X . Entonces D es denso en X siy solo si VU

abierto no vacio se tiene que UND # Q.

—X
Notemos que DU < U, entonces por el teorema 1, bastara demostrar que ® U c DU .

X
Por contradiccion, supongamos que U ¢ DU , entonces existe z e U tal que z ¢ DNU

esto implica que existe' & >0 tal que B ()N (DNU)=0 = (B (z)nU)n(D)=0 ! pero

8 Unién de cerrados es cerrado, esto pues dados dos cerrados C,D tendremos que X \ Dy X \ C son abiertos y por
tanto, (X \D)N (X \C) es abierto = X\ (Du() es abierto y por tanto D UC es cerrado.

Esto es porque si C < D = int(C) < int(D), fue demostrado en clase.

® Esto pues dado U < X, queremos demostrar que DU c U , es denso en U y esto serd siy solosi Uc DU

' Vimos que z e L siy solosi Ve>0 B, (z)n L # O, por contrapuesta se tiene lo escrito.
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esto es absurdo. Pues por el teorema 2 como D es denso en X, para cualquier abierto no vacio
subconjunto de X se tiene que su interseccién con D es no vacia, sin embargo tenemos que
B (z)"U es un abierto (interseccién de abiertos) no vacio (z esta en la bola y por hipétesis

estd en U) por lo que su interseccién con D deberia ser no vacia.

—X
Por lo tanto, U ¢« DU .. por el teorema 1, DU es denso en U .



