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Problema 1.1. — Sean a,,b, € R VneN. Pruebe que

n’

(S ol () oSl o]

Demostracion: Consideremos el vector ¢, = (|a2.|,|bl. |) para cada 7, entonces por la desigualdad

del tridangulo tenemos

el < Toked = fetfad z b« X
2 2 n
N J(zy=1|ai|) Dol M S T A
2
o (Sl (T (S|

ai|’|bi)

Problema 1.2. — Sea f:[a,b] >R y P € @la,b]. Definimos la longitud parcial de la curva
y = f(z) en [a,b] como:

Lp(f) = ZJ P+ ) - Sl )
de donde la longitud de la curva y = f(z) en [a,b] se define como:

LY (f) = sup{Lp(f): P € pla,b]}

demuestre que
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\/(Vf(f))z H(b-a) <L) <VIH+(-a)

Demostracion:

e Si Vf (f) =0 entonces f es constante y efectivamente su longitud serd b —a .

o Si Vab(f) <w. Asisea P ={z,.,z,} € @la,b]

Consideremos a; = f(z;) - f(z;_4) ¥y b; =2, —z,_;, entonces por el problema 1.1

(b +(Zobl) < Tl b
- J(Zj: @) —f(x“>j2 (2 xuf < )= S + @, )?

= \/(Vab(f))Q +(b —a)2 <Lp(f) < Ll;(f)

<

C.
7

C.

Para la segunda desigualdad considerando ¢, = (a;,b;) tendremos por analisis I que ;

1
, entonces

S )~ S ) ) = e < e,

= @) = fa | =D Fa) - fa )+ Y w—w = V() +(b-a)
i=1 i=1 i=1

2

¢

por lo tanto L,(f)< Vab (f)+(b—a) VP € gla,b] por lo que por definicion de supremo
b b
L, (f) <V (f)+(b-a)

Problema 1.3. — Demuestra que f € BV]a,b] si, y solo si, Li’l(f) <.

Demostracién:
=|Supongamos que f e BV]a,b] entonces Vab(f)<oo, y entonces por el problema 1.2
Vi) +(b-a)<o.

<|Supongamos que V;’ (f) < oo entonces por el problema 1.2

2

(vj(f))2+(b-a)2sﬂ;(f)2 o (Vo) <r@?-(-a) e va’i(f)s\/Lf;(f)Q-(b—a)2
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y como LZ( f) es finito, entonces Vab( f) es finita, por lo que f e BV]a,b].

Problema 3. — Sea f e Cla,b] y g estrictamente creciente en [a,b]. Probar que

‘ b 1/n
i (V") =1l

Demostraciéon: Notemos que como f € Cla,b] = |f| € Cla,b] (esto es pues ||f(x)| —|f(y)||
£|f(:1:)—f(y)| entonces se da la definicién de limite) y entonces |f|n € Cla,b] VneN
(composiciéon con z" que es continua), y dado que ¢ estrictamente creciente en [a,b], por

Teorema visto en clase tenemos que | f|n € Rg[g], con lo cual el limite esta bien definido.

Ahora, por lo visto en clases (18 de marzo) tenemos que

[ aa <ol v

(Como g estrictamente creciente en [a,b] = es de variacién acotada y existe V;’(g) y es distinto

de cero)
Afirmacién: ‘|f|n m < "f"n[a’b] VneN
En efeto, sea z e[a,b], entonces |f(x)|n = |f(1:)| o |f(1:)| < "f”[a,b} o "f”[a,b] = ||f||n[a’b] y

n veces n veces

entonces "f”[a,b] es cota superior de {|f(x)|n :z € [a,b]} y entonces sup{|f(x)|n 1z €a, b} < ||f||n[a7b]

Ik

, es decir,

[a,b] < "f”n[a,b} )

Con esto tenemos que
b, n n b b, n 1/ b 1/71
J" a0 < U v e = ([ ag) < (i ) (i) e

o (P a0) " =W (i) v e

/n 1n 1n
Jim [I A" dg] < lim |7l ; (v20)"" =y gig;o(v:@)/
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l/n
y sabemos que Va e R, lim a¥m = 1, por lo que lim (Ib|f|n dgj < ||f||[a 1)
n—>0 a ’

Nn—>00

' b 1/77
PD "f”[a,b] S nlf‘io Ua /] ’dgj
Falto.... : (

T
Problema 4. — Sea p € Cla,b], P20, ¢>0 tales que si p(z) < cJ. p(t)dt Yz € la,b]. Demuestra
a
que p(z) =0 en [a,b].
T
Demostracion: Sea g(z) = J' p(t)dt , 1a cual es de clase C! pues ¢'(z) = p(z).
a
T
Como por hipétesis 0 < p(z) < cj p(t)dt = 0<g'(z) <cg(z), de esta manera como p € Cla,b]
a
A
entonces existe M = sup |p| = sup p,y asi por el TVM-I se tiene que I p(t)dt < M(z—a), es
a

zela,b] zela,b]

decir, g(z) < M(z —a)

Ahora, con todo lo anterior tenemos que

gt)<cg(t) S cM(z—a) = J‘; g'(t)dz < Jj cM(z —a)dz

2 2
cM(z—a cM(z—a
= g0)-g(a) < HEZD o gy < ME0L
2 2
pero esto quiere decir que ¢'(z) < cg(z) < % y nuevamente tenemos que
2 2
g'(t) < Mt =a)” con lo que

AM(z—a)?

v v c*M(z — a)® Mz —a)®
[ gtia< | EME=0) 40—y o) = gla) < M E=0)" :

= <
. 5 31 9(z)

3M(z —a)®
3!

n AN n AN
Mz —a)” Vn e N, entonces 0 < ¢'(z) < lim cMz—a)”
n! n—>00 n!

y asi ¢'(z) < cg(z) < , de esta forma podemos proceder de manera inductiva,

teniendo que 0 < ¢'(z) < =0
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T
. ¢'(x) =0 es decir J. p(t)dt =0 y como p es continua y tal que p(t) >0 esto pasa si y solo si
a

p(t) =0Vt €la,z] Vo €[a,b] = p(z)=0 Vz €[a,b].



