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Problema 1. —
Sea E={A1,Aq,...,. n}t C P(X) dada, denotamos
A sia=0
a_
A _{A“ sia=1

Para cada a = (ay,a9,...,a,) € {0.1}" definimos E, = A" N A3* N

- M A%". Pruebe:

i) .A(IE):{ | Ea:DC {0, 1}”’} (convenimos en poner | JE,=#).
as} ach

ii) Concluya que £(A(E)) < 27"

(Sugerencia: para probar la cerradura bajo complementacién en (i),
empiece con E,; v luego trate el caso general).

Demostracion:
(7) Por lo visto en clase sabemos que, dada una clase cualquiera, el algebra

generada viene dada por A(E) = o3 , con lo que vasta probar que @3 = {U,cp E,:Dc{0,1}"}.

Tenemos que

OF ={Eecp(X):EcE 6 E° cE} ={A Ay A, A5 A A )

con ello

0! = (A, Ay A A A LLA D XY

con veamos tenemos que

@ ={N7, F:F, €®' meN}
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a

entonces como F, € ®' tendremos que F, =A7. % con lo que E=N7,A iy al ser

i

B=A"Nn4 = P e®? . X e®? | entonces
0% ={ T:lAjjaf:meN}u{X}

finalmente queremos probar que @3 = {U,ep E;:Dc{0,1}"} = L.
clSea G e®® = G=Ui F;, F;c®%, ycomo F,e®® = F, =M 4" 0oF=X.
Caso 1: Siun F; = X . Entonces tendremos que G = X y veamos que X € L.

En efecto, tenemos que

X=A VA=A VA )N(A, VA )= (A4 UA)NA, UA VAN A
= (A4, N A)U(A“ NA)UA NA)U(A" NA)°)
=[(A; N A U(A N AU A NAS)U(A N A )N (A U AL

=(A N A, NANUA T NA NA)UA N A NA)U(A N A N AU (A N Ay N ASS)
V(A N Ay M A ) U (A n A AL ) V(A" N A M ALY

y haciendo estos pasos de manera inductiva obtendremos que X =F, v---UE_ por lo que
1

on

Xel.

Caso 2: Si ningtn F, = X .
Obs.- Para lo que haremos a continuacién usaremos la siguiente propiedad de los conjuntos

CnD=[CADNK|U[CNDNKC]
Tenemos que
G = [ﬂ;gnzllAjk o [m;nilAjk RISE [mzzlAjk *]

si alguna de las intersecciones es vacia (esto pues hay dos complementos intersecindose) no
afectara a nuestra unién por lo que podemos suponer sin pérdida de generalidad que todas las
intersecciones son no vacias, i.e, que no hay dos complementos de un mismo conjunto en las

. . . .z . a.
intersecciones, por lo que cada interseccion tiene a un solo A,” no a su complemento.

Con esto tendremos que para cualquiera de las m si m; = n entonces necesariamente tendremos

a todos los posibles Aiaf , es decir, ﬂ;n:?lAjk Y = Alal e An“n = E_, para algin a € {0, "y
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no tenemos nada que hacer, si pasa que m; < n, entonces nos faltan elementos en la interseccién

v los agregaremos de la siguiente manera:

. . .y m, a,.
Consideremos la intersecciéon (1,7, Aj =4 N mAj % ~...~A. ™ y supongamos que los
k 2

T,

i

Jy
ordenamos de menor a mayor indice, pues cada j, € {1,...,n} . Entonces por la observacion,

podemos agregar los conjuntos que nos falten de la siguiente manera

m, a, m, a, m, a,
MeA; 7 =[N A; 7 A JOIN LA T A

ml. a, mi a c ml. a c mi a, c C
= [ﬂkzlA].k 5 mAT} mATQ]u[ﬂkzlAjk 5 mAr1 mAT2 ]u[ﬂkzlAjk b mA’a mArz]u[ﬂkzlAjk ; mAﬂ mATZ ]
prosiguiendo de esta manera agregaremos todos los conjuntos restantes, teniendo al final que

m G =
ﬂkzlAjk B _Ea1 uEa2 UV E,

m
Qn=m;

con lo que G =UE, para algunos a € D < {0,1}" , por lo que G e L.
o|Sea GeL = G=U,_pE, paraalgin D c{0,1}", y justamente cada E_ e ®? por lo que

G e,

. AE)=0%={U,_p E,;:Dc{0,1}"}.
u

(27) En efecto tenemos que por cada D < {0,1}" tendremos un elemento del conjunto, entonces

el total de elementos serdn menor al total de subconjunto del conjunto {0,1}", siendo
S0

=2% , es decir, #A(E) < 22"

Problema 2. —

. N 3 Se:Te | 3« r / 20 ol h s o . .
Sea (X, S,p) un espacio de medida y (Ay,)57 ¥ (Bp);2, sucesiones
de elementos de 5.

i) Sip(An N Ay) =0 para toda n £ m entonces

[ O
i (U _-4,1) = Z plAy)  (casi o-aditividad)
n=1 n=1
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i) Sip(A,AB,) = 0 para toda n entonces

T (O Ap O Bn) (ﬂ Ap A ﬂﬂﬂ)

n=1 n=1 n=1 n=1

i (m Anss Tim Bn) vV ol (l m ApS lim Bﬂ>
T— 00 [ %

TI— 00 —

n—0C n—

son todos iguales a cero.

Demostracion:

() Caso 1: Si existe m e N tal que u(4, ) = +oo.
Entonces tendremos que +oo=p(A )<plU; A ) = wU,_4,)=+c y por otro lado

tendremos que +o =p(4, )<X" WA ) = X7 u(A )=+ por lo que son iguales.

Caso 20 5i p(4,)) <40 VneN.

Sabiendo que cada A tiene medida finita sea F = A —Uj}_ 1A , v por lo visto en clase con el
profesor (16 de mayo), sabemos que (Fn)f=1 es una sucesion de conjuntos ajenos y tales que
U P = U

escribir a Fn como F =[A —-Uj_ 1A A=A —-UpZ 1[A N A, ], entonces

, ademés es claro que F < A por lo que F, nA =F entonces podemos
’IL n n n n

nlUy4,) =uU; 4 F,) S WE,) =20 w4, —UiD[4, 0 4,])

p-medida

ahora, como A, NA, c A VI<k<n-1 = Uj_ 1[A NA,]c A, yademés u(UZ;}[AkmAn])
SZZ;I u(Akr\A) Z" 10 0 por lo que upUj_ 1[A NA ])=0<+0 y puedo aplicar

sustractividad, es dec1r

BUZ_A,) = 52 w(A, - Ui A, A A,)) = 57 w(4,) - n(UpZ A, A A, ])
=¥ u(4,)-0=37_ u(A,)

por lo tanto p(U_jA4,)=2"_ wA4,).

(i)
© Veamos qué UAnA U B, c UAnABn . En efecto, sea =ze€ UAnA U B, entonces
(zeUA yzeUB, )o(zeUA yzeUB, ). En el primer caso tendremos que Im e N tal que
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red y VneN, z¢ B, en particular para m, con lo que

redA yzeB, =xeA AB < UA AB , el otro caso es andlogo.

Con esto tendremos que W(UA, AUB, ) <wUA AB,)<2wA AB,) = 0.
Hip

© Ahora notemos que si Cc Dy FEcF entonces CAE c DAF, pues si ze€(CAE =
(zeCyzegE)o(x¢gCyzekFE)yen el primer caso tendremos que x € Dy z ¢ F = z € DAF

, analogamente el otro caso.

Entonces  como ﬂAn c UAn vy N B, c UBn entonces ﬂAnA N B, c UAnA U B, asi
w(NA4,ANB,) <uUA,AUB,) =0 por lo que n(N4,ANB,)=0.

OSean E, =U,,, A, v F, =U,., A, , entonces notemos que por lo anterior W(E,AF,) =0, esto

pues en las demostraciones anteriores no importaba desde donde empezaban las uniones.

Con ello u(m A A lim B)=uN

n—>0 n—>0

Upen A8 Ny Uy Br) = 10,2 B AN, Fy) v por lo

n=1

anterior tenemos que (N, _, £,AN, _, F;) =0 por lo que y( lim A A lim B,)=0.

n—>0 n—»0

De forma analoga definiendo E, =M,. A, y F, =0, A, se obtiene lo mismo para el limite

inferior.

Problema 3. —
(La complecion de un espacio de medida).
Sea (X, S. ) un espacio de medida y sea N = {N € 5 : u(N) = 0} el
g-anillo de conjuntos S-medibles de medida cero. Definimos
S={(EUMi))-Ms:Ec8 v MicN:eN (i=12)}.
Pruehe
i) Fe§ e F=EUMgcon E € Sy My un subconjunto de algiin
No € N. (E v My no son necesariamente 1inicos).
i) S es una o-dlgebra v S C 5.
(Sugerencia: Use (i)).

iii) T : S — ® dada por TE(EUMp) = p(E) esta bien definida, es una

medida en S v TT|g = u.

Demostracion:
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(4)
=] Sea FeS < JAeSyM,cN,eN (i=12) tales que

F=[AUM]-M,=(A-M,)u(M,-M,)
=(A=[NynM,])u (M, -M,)
=(A-Ny)U(A-My) (M, -M,)

UANM)u (M nM,°)

V(AN[X M) U (M, nM,°)

U(AN[(Ny UN) M, ) U (M, N M,°)

) (
9ol
2 ) (

=(ANN, ) U(AN[(Ny " My ) U (N N My°)])w (Mg M,y°)
2 VUANN, "M, )U(ANN, "M, ) U (M, nM,")
VYUANN, "M )U(ANN)U(M; N M,")
) (

UANN, "M, )M, " M,°)

con esto sean E=(ANN,)y My=(AnN,nM,)u(M,; "M,) y veamos que son los
buscados. En efecto, como A,N,eS = AnN,"eS y por otro lado tenemos que

=(ANN, "M, ) (M "M,*) < (Ny)U(M;) < (N,y)U(N,)=N, yestalque N, € S pues
N ,NyeS y nNy) <u(Ny)+w({N,;)=0+0 por loque N, e N. Por lo tanto F'=FEU M es tal

como se buscaba.

«| Sea F=EUM, con EeS y Myc N,eN, entonces FF=EUM,=[FEUM,|-2 con
Dc@eN porloque Fe§.

(i) Sea E €S entonces E=E U@ con @ <@ e N porlo que por (i) EeS entonces

S < S, més aun, la contencién es propia, si tomo M g S Ny €N, entonces Ju M, cumple

() por lo que M e S pero no necesariamente M g €S-

Ahora veamos que es sigma algebra.
eXecS pues X €SS como mencionamos antes.
eSea FeS = F=[EUM,]-My,conEeSy M, c N, e N entonces

FC=([EUM|-M,) =([EOM]nM,)" =[E° "M,V M,
=(E“ UM,)n(M," UM,) =(EUM,)n(M; nM,")"
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llamando E = E€, Ml =M,y ]l;[2 =M, mMQC veamos que F®eS. En efecto tenemos que
EeS = E=E‘eS, también como M, =M,cNy,eN y My=M, "M, cM,c N, eN
por lo que F¢=[Eu J\le] - Mz € S . Por lo que es cerrada bajo complementos.

eSea (F ) S S entonces por (i) F =E oM, paracada n conk, €Sy M, cN eN

entonces
Uoszan = UorcL):lEn - Mn = [UﬁzlEn] i [Uorjlen]

sean E = U‘;’:lEn y M= U:Zan veamos que se tiene que F = E UM cumple (7). En efecto,
como FE €S Vn = E = U7 _,E, €S por ser sigan algebra, y ademds M = Uo_ M, c
® N, =N con NeS§ (yaquecada N eS)y p(N)<Z? uN, )=%% 0=0 por lo que

N e N, por lo tanto Uj;:an = F e S . Por lo que es cerrado bajo uniones numerables.
Por los anteriores puntos tenemos que S es sigma algebra.

(#ii) Veamos primero que estd bien definida, sea FeS tal que F=EUM=EUM con
E,EeS, McNeNyMcNeN por lo que

HE VM) =wE)y wEvM)=pk)

por otro lado tenemos que

el &=
N N
e eS|
C C
SIS
Il Il
o < =
C
=
N
lesh}
C
=

UM cEFUN

por lo que
wWE)<WEUN) y wE)<p(EUN) entonces W(EUM)<w(EUN) y w(EUM)<pEUN)
= wWEUM)=pEUN)

por tanto, esta bien definida.

Ahora veamos que es medida.
* L) =pL@ D) =) =0
eW(FuM)=pnE)=>0

eSea (E, UM ) <8 con E eSyM cN_ €N tales que (E, UM )N(E, UM, )=@

m
si m # m , entonces
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(B, oM )n(E, WM )=0 = (E, "E _)U(E M )o(E WM )M "M )=
= E nE =E UM =FE UM =M nM =0 sinzm

por lo que los E, son ajenos, con esto tendremos lo siguiente
U, B, oM )=nU]_E, wU_ M )=REUM)

y como cada E €S =E = U:::lEn €S y ademis M = U:‘;len c UO;ZINTL =N, tal que

W(N,) =0 (esto ya lo hicimos varias veces arriba) entonces

MEUM)=pE)=pU,_E,) = X7 WE,)

n .
ajenos

pero notemos que E cE VUM cE UN =wWE)<WE WM )<wE UN )
SWE,)+uN,)=wE,)+0=nE,) porloque wkE )=wk, vM, ) entonces

o0

H( nzlEn U Mn) = Zle M(En) = 200:1 H(En v Mn)
por lo que p es sigma aditiva y asi por todos los puntos anteriores es medida.

Finalmente tenemos que para cada EeS se tiene que FE=Fud y entonces
wg(B) = ng(E W) = p(E) porlo que g =p.



