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Problema 1. -
Sea f € M*(X,S) tal que | f du < +oc Pruebe:

) p{re X : f(x)} =+x)=0.
ii) {x € X : f(x) > 0} es o-finito.

Demostracién:
(i) Sea B ={xre X : f(z) =+w} y paracada ne N sea E ={ze X : f(z)>n}, entonces es claro

que Ec E, VneN porlo que p(E)<wE,), con esto bastara probar que cuando n — o =
wE,)=0.

Notemos que para cada z € B, = f(z)>n por lo que si z € E, entonces f(r)> LE (x)-mn,y
por hipétesis f(z) >0 por lo que si = ¢ E, entonces f(z)>20=0-n=7y, (z) n, en conclusion,

xgp ‘<[ VneN,entonces:

IXE ndu<jfdu < nij du<jfdu < nu(E jfdu

S M(E,)<— fdp <+o00 Vn2>1
hip

con esto tendremos que

lim p(E) < lim p(E,) < lim —Ifdu Ifdu lim L 0

n—>00 n—>00 n—o 1 n—o 1

por lo tanto, p(£)=0.
[ |

(77) En efecto, para cada n>1 sea F ={ze X: f(r)> %} siguiendo el mismo procedimiento
que el inciso anterior tenemos que 7y F -%S f por lo que u(Fn) <n] fdu <40 Vn>1.
Unicamente faltarfa ver qué {z e X : f(z) > 0} = Ur_F,

En efecto,si z e {z e X : f(z) >0} < f(z)>0 = EIneNtalquef()>—<:>a:eF

prop.aquimediana
c U _,F,, por tanto, {z € X : f(z) >0} =U’_| F con cada u(F )< +w, es decir, es o finito.
|
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Problema 2. —
Pruebe:

i) Si (f,) es una sucesion de elementos en M(X,S) y si existe
g € MT(X,S) con [g dp < +oc tal que f, > —g (c.d rel.
p) en E' € S entonces:

n—0o0 n—oo .

/ lim fodp < lim [ fodp
E E

ii) Siexiste g € M+ (X,S) con [ gdp < +0c tal que f,, < —g (cd
rel. i) en E' € S, entonces:

Tim fndp < / Tim fn du
n—oo J T—=oe
E E

Demostracién:
Lema. Sean fe M(X,S), EeS y N e N(n), entonces IE fdu = IE—N fdu .
En efecto, como N es nulo entonces E NN es nulo, por lo que | pun fdn = | g fdu
+] y fdn y como N es nulo, entonces [ pon fdn = [ g fdu. Por otro lado, tenemos que
I(E—N)uN fdu =1y fdu pero I(E—N)uN fdp=Tp y fdu+ly fdu =Ty y fdu pues E-Ny N

son disjuntos, asi tendremos que IE_N fdp = I(E_N)UN fdu = fEuN fdu = IE fdu.

(i) Para cada n e N defino h :=f +g2>0,entonces como f ,ge M(X,S) para cada

n € N tendremos que h e M *(X,S8) para cada neN, y ademds como por hipétesis existe

F'e N(n) nulo tal que f >-g en E—F, entonces h, =f +g>0 en E-Fporloque

lema 5 _yo0 Y E—F n

lim IE hdu = lim h du
N—>00
y como en E—F se tiene que h >0 entonces por el Lema de Fatou

. S .
T};—H; .[E—F i = .[E—F n%o hdn

por lo que
T%JEhnd” z .[Ean%ohnd“ = W%OIEf” —gdn = J‘Eani—n;f” ~gdn
= lm [ fdu-[podez [, (lm f)-gdn = lm [ fdu+ lm-[ gduz [,
= lm [ fudn=[ gduz] lim f,du= [, odn

y como -[E—F gdp < J.E gdu < 40 entonces

lim f du+ —gdp
Fo " JAEfF
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lim | f du= lim f du = | lm f dp
n—)oo‘[E " J.E_Fn—mo " '[En—mo "

lema

por lo que
lim | fduz | lim f,du
n—>0 n—»0

(1) Para cada n e N defino h :=~f —g>0, entonces como f ,ge M(X,S) para cada

n € N tendremos que h e M *(X,8) para cada neN, y ademas como por hipétesis existe
F'e N(p) nulo tal que f <-g en E-F, entonces h, =~f —g>0 en E-F por lo que

hmJ‘ h,dun = lim h _du

lema 5y * E—F "

y como en E—F se tiene que h >0 entonces por el Lema de Fatou

lim  hdpz [ limhdu

n—>0

por lo que

l1mjhdp>IE lim h dp = hmj f—gp>jEFh_m—f — gdp

n—>00 n—>0 n—>0 N—>0
= lim | —f du—|_ gdu> (lim~f)-gdu = lim | —f dp+ lim—| gdu> hm [, dp+ —gdu
n—>0 J. I IE F n—>0 n—>0 J. n—>0 J. I
= lm | —fdu—| gdu= lim — f, du — gdp
n%ooJ. '[ J.E_F n—>00 " E-F

y como J-EiF gdu £ jE gdu < 40 entonces

lim [, ~f,dnz [ L= fdy = [ L/, du

n—>00 lema n—>00

por lo que

> im — > - < lim
lim [ —fdpz [ lm—fdp = lim (Df, ez [ - lm fdu= D [ fdu< [ D fdu

Problema 3. —

(Lema del promedio).

Sea f e L1(X, S, pu) tal que < k con k = 0 constante,

71—7 [ [ dp
para todo E' € S con 0 < pu(F) < +"< Pruebe que |f| < k (c.d rel.
).

(Sugerencia: Empiece probando que si f € £1(X, .5, i), entonces:

p{z e X | f(x)| > a} < 400, para todo a > 0)).

Demostracion: Sean o >0, fe L (X,5,n) ysea A={zeX: |f(gg)| > a}. Probaremos que

u(A) = 0. En efecto, primero notemos que
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A={zeX : f@)>a o0 —fz)>al ={zeX: fz)>al{z e X : ~f(z) > o}

y entonces si llamamos A" ={z e X : f(z)>a}y A" ={z e X : —f(z) > a}, como u(A)=p(4")
+ (A7) (pues son disjuntos) entonces basta probar que p(A*)=p(47)=0.

Para esto notemos que si ze A" (A7) entonces f(r)>a (-f(r)>a) y entonces
f@) g o >ox e (f@)xn,- >ox,-), por lo que foy,.2ox,. vy —fx, 2oy,
(cuando un elemento no esté en el conjunto se cumple la igualdad), entonces

fagzoyg,,. = If-xA+du2fa-xA+du = JAJduZau(AU
Y

—fay- 2o, = j—f-foduzja-fodu = —L,fduzw(fl_)

por lo que
A" < lJ.A* fdu < +oo(pues f € Ly(n)) = A" < 4o
a

para A~ si pasara que wA ) =+0 = J.A+ fdp = -o!!! lo cual es imposible, pues f e L;(n),

entonces p(A~) < 4.

Ahora por contradiccién supongamos que u(A*) > 0 entonces sabemos que

Yo >0

ap(A™) < IA* fdp = 0<a<

1
L fdu = | fdu
H(A+)'[ wA™) 4

pero por hipétesis (pues 0 < u(A™) < +w)

entonces en particular para o = k+1 tendremos que

k+1< <k M

1
L fdp
wA™) IA

por tanto pu(AT)=0. De forma similar tendremos que p(A7)=0. Por tanto

u(A) = WA+ (A7) =0, entonces | f | < k casi donde quiera pues el conjunto donde no se cumple

(A) es nulo.
|



