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Problema 1.1. — Sean a,,b, € R VneN. Pruebe que

n’

(S ol () oSl o]

Demostracion: Consideremos el vector ¢, = (|a2.|,|bl. |) para cada 7, entonces por la desigualdad

del tridangulo tenemos

el < Toked = fetfad z b« X
2 2 n
N J(zy=1|ai|) Dol M S T A
2
o (Sl (T (S|

ai|’|bi)

Problema 1.2. — Sea f:[a,b] >R y P € @la,b]. Definimos la longitud parcial de la curva
y = f(z) en [a,b] como:

Lp(f) = ZJ P+ ) - Sl )
de donde la longitud de la curva y = f(z) en [a,b] se define como:

LY (f) = sup{Lp(f): P € pla,b]}

demuestre que
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\/(Vf(f))z H(b-a) <L) <VIH+(-a)

Demostracion:

e Si Vf (f) =0 entonces f es constante y efectivamente su longitud serd b —a .

o Si Vab(f) <w. Asisea P ={z,.,z,} € @la,b]

Consideremos a; = f(z;) - f(z;_4) ¥y b; =2, —z,_;, entonces por el problema 1.1

(b +(Zobl) < Tl b
- J(Zj: @) —f(x“>j2 (2 xuf < )= S + @, )?

= \/(Vab(f))Q +(b —a)2 <Lp(f) < Ll;(f)

<

C.
7

C.

Para la segunda desigualdad considerando ¢, = (a;,b;) tendremos por analisis I que ;

1
, entonces

S )~ S ) ) = e < e,

= @) = fa | =D Fa) - fa )+ Y w—w = V() +(b-a)
i=1 i=1 i=1

2

¢

por lo tanto L,(f)< Vab (f)+(b—a) VP € gla,b] por lo que por definicion de supremo
b b
L, (f) <V (f)+(b-a)

Problema 1.3. — Demuestra que f € BV]a,b] si, y solo si, Li’l(f) <.

Demostracién:
=|Supongamos que f e BV]a,b] entonces Vab(f)<oo, y entonces por el problema 1.2
Vi) +(b-a)<o.

<|Supongamos que V;’ (f) < oo entonces por el problema 1.2

2

(vj(f))2+(b-a)2sﬂ;(f)2 o (Vo) <r@?-(-a) e va’i(f)s\/Lf;(f)Q-(b—a)2
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y como LZ(f) es finito, entonces Vab(f) es finita, por lo que f e BV]a,b].

Problema 2. — Fvaluar las siguientes integrales.

i) led(:l:?’) iv) Iixddxb
ii) szSd[x] v) blglso (j)e_zd(e_m)

i) j;f(m)d[nx], neNy feCab]

y luego el limite cuando n — ©

Demostracién:
i) Tenemos que f(z) =z es acotada en [0,1] y g(z) = 23 es de clase C! por lo que f e Ré[g] y

ademas

jl d( 3)—jlfd —Ilf'd —jl (322)d —jlg By =3
,2d@) = | fdg = | fode = | @(327)dz =) 327dr =
| ]

3

ii) Tenemos que f(z) =12 es acotada en [0,2], y ademas [z] es escalonada tal que fy g no

comparten discontinuidades (pues f es continua), por lo que f e Ré l9], y ademas

J.jx?’d[x] = f(O)C’O +f(1)C’1 +f(2)C’2 donde C, = g(:cf)—g(x[) con ¢(z) = [z]

y en este caso z, =0, z; =1y z, =2 pues son los puntos de salto de la funcién [z], con ello

2
_fo 2’d[z] = C) +8C, = [9(1") ~ g(17)] +8[9(2) ~ 9(27)] = [1- 0] + 82~ 1] = 9
]
iii)Sean f(z) =1z y g(z) =[z%], asf como g es acotada en [0,4] y f es de clase C' tendremos
que g € Ré[ f] v entonces
Jj gdf = Jj g9(x)f'(z)dx = .[(;1 (22 ]2zdz = Iol [z ]2zdz + J? [z ]2zdz + Jj (22 2zdz + J? (2% ]2zdx

1 2 3 9 4 9 2 3 4
= J.O 0-2zdx +J 1-2zdx + L 27 2xdr + J.3 37 2zdx = j 2xdr + L 8xdr + L) 18zdx
1 1
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2 :52 :E2 $2 2 2

T2 3 4 2 T3 74 3 5 7
= 2[~]? + 8[—]3 +18[—]3 = 27 + §|— 3 + 18— = 2[=]+ 8§[2] + 18] = 3+ 20+ 63
S + 8513 + 181513 = 217 + 858 + 18513 = 2051+ 8]+ 18]
=86

por otro lado, como g e Rg[f] & fe Rg[g} y ademas

j; fdg + j(f gdf = f(4)g(4)~ f(0)g(0) = 1616 ~0-0 = 256

! ! 490
= IO fdg = 256—j0 gdf =256 —86 =170 .. JO z7d[z”] =170
]
w) Sean f(z)=z y g(z)=|g, asi como g es acotada en [-2,2] y f es de clase ¢! tendremos

que g € REZ [f] v entonces

? gdf = ? g9(x)f'(z)dz = ? |x|1dm = ’ |:E|dx+ 2|:C|d$ = ’ —xdx + Qxdx
-[—2 -2 -2 -2 0

-2 0
=2+2=4

por otro lado, como g e RE2[f] o fe RgQ[f] y ademas

2 2
[, sda+ | odf = 1@)9(2) - 1(-2)g(-2) = 2-2~(-2)-}-2| = 8

= Jifdng—Jigdf=8—4=4 j22xd|x|=4

|
v) Tenemos que f(z)=e " es de clase C ! tendremos que fe RZ[ f] v entonces por integracion

por partes

I;e_md(e_m)+.[;e_md(e_$) = f(0)? - f(a)? = 2Lbe—fd(e—fﬂ) =g 2

b - 1 _ 1 _ b _ 1 _ 1 1
= j e lde ) ==e -2 - lim | e %d(e”) = lim —e P —Ze 20 = ——¢ 72
a 2 2 b—wda b—oo 2 2 2
|

vi) Tenemos que f(z) es acotada en [0,1] pues f es continua. Ahora para continuar primero

analicemos a la funcién [nz] con n e N.
Tenemos que [z]=m si m <z <m+1con m e Z, de esta manera [nz]=m si m <nzx <m+1 con

meZ yestoessiysolosi [nz]=msi @<z <2t de esta manera
n n
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En este caso como solo nos interesa el intervalo [0,1] tendremos que dado n € N, para z € [0,1]

1

si0<x <=
0 n
sil<zg<2
n n
[nz] = :
n-l g oy g
n
n .
siz=1

Por lo tanto, g(z) =[nz] es escalonada con saltos en z; = L 4e€{0,1,2,..,n}yes tal que fy g no
n

comparten discontinuidades (pues fes continua), por lo que f e Ré [g9], v ademés

J, s = [} stwyitna = Y7 ), donde €, = o(a;) - gtz

Para cada 0 <i<n tendremos que C, = g(:vz.+) —g(z;7) = g &) gLy =i-(i-1) =1 y para
n

i=1ei=n tendremos que

Cy = 9(zy") —9(zy) = 9(0)-0=0y C, =g(z,)-g(z, ) =g(1)~(n-1) =1

Jj f(z)d[nz] = 21‘11 flz;) = z;llf(%)

entonces sacando el limite obtenemos que

tim [ f(z)dina] = lim Z;f(%)

n—o0v0 n—»00
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Problema 3.1. — Sea f e Ca,b] entonces

Y, s = [ e+ [ F@edde s fa)a} - SO0}

a<n<b

donde {x} = x—[x] es la parte fraccionaria.

Demostracion: Sean g,(r) =z, g,(z) =[z] y g(z) ={z} = 2 ~[z] = g,(7) — g5 (). Como g,(z) y
g, () son funciones acotadas en [a,b] y ademds f(z) es de clase C' ! tendremos por teorema visto

que g,9, € Rg[f] y entonces g, —g, =g € R(ll’[f] con lo que

b b
[ a@itr@) = | o)y @)da

por otro lado, como tenemos que g,,g, € Rg[f] esto es si ysolosi fe Rg[gl],RS[gQ], con lo que

fe R;’[g] y usando integracién por partes obtenemos que

b b b b
[ odf + [ fdg = F0)g(b)- fla)o(a) = | afda+ [ flg, ~g,) = E}B} - Fla){a)
[ oo+ [ sag, ~ [ sig, = F60) - fta)(a)

feRb[g IR, 1g,]
e [ oftn+ [ fin-{ fils) = 10)(8} - fla){a)
b b b

o [ faydlal = [ f@)da+ [ flefatde+ f@)a} - FO)b)

finalmente como f es de clase C'' entonces es acotada y ademés [z] es una funcién escalonada

con saltos en 1z, =14, i € Z, en este caso como consideramos el intervalo [a,b] serdn saltos en

los enteros i tales que a <i<b,conello fe Rg([x])

j f@ydia)= Y f,)0, = > fn)C

a<n<b a<n<b

si a<n<b tendremos que C, =g(z,")-g(z, )=[n"]-[n"]=n-(n-1)=1 y si n=a
tendremos que C = g(xa+) -g(z,) = [a*]-[a]=a—a =0, finalmente si n=>b tendremos que

Cy,=9(x,)—9g(z,”)=[b]=[b"]=b-(b-1) =1, entonces



Anélisis II Tarea 1

[ sl =Y s

a<n<b

por lo tanto

Y, f0) = [ @i+ [ Faeddo s fa)al - SO0}

a<n<b
u
Problema 3.2. — Sean a,beZ y f Cl[a, b], prueba que
= [ i@z + [ @) (et - Do+ LSO
Demostracion: Por el problema 3.1 tenemos que
> s =[ sty + [ F@atds + fa)a) - F0H0)
a<n<b
pero como a,b € Z entonces {a} ={b} =0y Z f(n z f(n , por lo que
a<n<b
b b b b b b
> )= @) =] fade+ [ f)abde & Y fn)= [ flaydo+ [ fla)a}de+ o)
= [/ e+ [ r @) o+ 1) + 2O —fw)_10)-1@
[ s+ [ oy - L= , Sl0)+ 1)
= Ib f(z) dx+jbf' (z) {x}dx—l[.[bf’(z)dxh—f(a);f(b)
jf d$+J‘f {x}——dm+w
b
por lo tanto, Z fln) = J:f f(z)dz + Jj fi(z)({z} —%)d:p n f(a) ; f(b)
u
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Problema 4.1. — Sea f e Ri’[f] , demostrar que

[} 77 = 1470 - 10y

Usando dos sumas de Riemann-Stieltjes para una particion P € @[a,b] obtenida usando

P = Tp-1 Y Fp T T

Demostracion: Sea ¢ > 0. Como f e R(I; [f] entonces existe P, € pla,b] tal que VP 2 P_, se tiene

<E€.

b
SU.1P) =] s

Consideremos los puntos intermedios 2z, =z, ; y Z, =7,, y veamos que en ambos casos

que

obtenemos el mismo resultado.

e Caso 1
b b

En efecto, demostraremos que J fdf = f(b)2 - f(a)2 —I fdf . Sea P o P_ entonces por un lado
a a

tenemos que

S, P) = fE)f@,) =D S D) - f, )]
= Zizlf(xi—l f mi)_f(xi_l)f(xi_l) 22¢:1f Ti 1 ) ( Z; _Zizlf mi_l)f 1'7;_1) - (1)

y por otro lado tenemos que

Z f= )_ zz f;) _Zi1f(xi—1)2
=Zi:1f Z S i) - (2)

Restando (2)-(1), obtenemos

f(b)2 ( -S(f, f,P Z [z f(x f(xz_l)f(x)+zn f(xi_l)f(xi_l)_f(xi_l)f(xi_l)
:ziﬂf‘”i f i T l)f Zz 1f ( _1)]=S(f,f,P)

con lo que

‘S(f,f,P)—[f() Ifdf‘ U fdf ~110)” = £(@)® = (7.4, P)
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<é€

b b
- ‘ | sr-s0s.5. P>‘ - ‘S(f, £.P)- | sdf

ijdf = f(b)2 _f(a)2 _ijdf PN J‘jfdf _ %{f(b)Q —f(a)2} )

e Caso 2
b b

En efecto, demostraremos que I fdf = f(b)2 - f(a)2 —I fdf . Sea P o P_ entonces por un lado
a a

tenemos que

SULF; Z z f@)f (@)= [z, )]
=3 ) - fa)f ) =Zi:1f W)=Y ) . (1)

y por otro lado tenemos que

- z?:lf(xi)Q _f(xi71)2 = Zj=1f($i)2 _Zj=1f($i71)2
- Z; ) () ‘Z; fla; )f(z;_y) - (2)

Restando (2)-(1), obtenemos

) = f(a) = S(f, £, P) = Y fla)f(x,) D+ @@ )= fa )@ )
= Z?:l f(l’t)f(l’z_l) - f(mi_l)f(fpi_l) = Z?:l f(fEL_l)[f(!EZ) - f(xz_l)] =S(f.f,P)

con lo que

50,1,y 1107 - 0 - [ ) =| [ s 15002 - 0 - 505, 5.P)

<é&

=Ujfdf—5(f,f, )‘ ‘ S(f.f,P Ifdf

o [ =102 1@ - [ g o [ =02 - S0
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Problema 6. — Sea g(z) =z en [a,b]. Demostrar que f e RS[g] si y solo si f es (*) integrable

con respecto a g en [a,b].

Demostracion:

<] Es inmediato por lo demostrado en el problema 5.1.
—|Supongamos que f eRg[g], entonces, como ¢ es estrictamente creciente, tenemos por

teorema visto en ayudantia que Ve >0 existe P, € ga,b] tal que S(f,g, P)-S(f,9,P,)<e ,
pero notemos que  S(f,g, P)= S(f,z, P)= Z?ZI Mz, -z, |]= S(f, P,)  analogamente
S(f,9,P,)=5(f,P,), por lo que Ve>0 existe P, e gpla,b] tal que §(f,Pg)—§(f,Pg) <g'y
entonces f e Rg respecto a Darboux, y por Calculo II esto es si y solo si f e RZZ’ respecto a

Riemann, entonces existe I € R tal que Ve >0 existe §>0 tal que si ||P|| > 0 entonces
|S(f,P)—I| <e,ycomo S(f,P)=S(fx P)=5(f,g,P) entonces |S(f,g,P)—I| < ¢ por lo que f es

(*) integrable con respecto a ¢ en [a,b].
|

Problema 7. — Sea ¢ :[a,b] > [¢,d] la (dnica) funcion lineal tal que ¢(a)=c y o(b)=d. Sean
feCled] y ge BV]e,d]| dadas. Pruebe:

7) go(peBV[a,b] ) V:(QO(P):VCd<g)

b d
ii) feoeRgo0] y L (foo)dlgoo) = L fdg
) / b d b
iii) Si ademds g' € R entonces J fq'dz =j (fg') o (09")dx
C a
Demostracion: Primero notemos que dada una particion P = {a = z,2,...,, = b} € p[a,b] esta
me induce una particiéon de [c,d] dada por o(P) = {c = ¢(a) = ¢o(z,),p(z),-...0(z,, ) = ¢(b) = d}, la

cual esta bien definida, pues al ser ¢ un transformacién lineal de un intervalo a otro, esta es

biyectiva y continua.
(i)Sea P e gla,b], tenemos que

n n
Vplgoo) = |go@)@)~(go0)w; )| =D o(e(z,) = g, ) = Vyp)(9)
entonces V'(go@) =sup{Vp(go):P € pla,b]} = sup { V,p)(9): 9(P) € ple.dl} = V4(g) donde la
ultima igualdad se da pues al ser ¢ biyectiva tendremos que cada particién de [c¢,d] viene de

una de [a,b].

10
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.. . d -
(77) Sea &€ >0. Como f es continuay g e BV[c,d] entonces f e R_[g] con lo que dado & = % >0

existe P; € g[c,d] tal que si Q 2 P; entonces <Eg

5(7,0.0)- [ s

PD existe ]58 € pla,b] tal que si Q o ﬁ’g entonces <eg

~ b
S(fopg0.Q)-[ fig

Sea f’g = (p_l(Pé) = {(p_l(xo),...,(p_l(xn)} ,ysea Q o ]58. Veamos que estos son los buscados.

En efecto, dado que Q o 138 = (p_l(Pé) entonces ¢(Q) (p(]38) = P, siendo ¢(Q) € g|c,d], entonces

€

por hipdtesis

<E

~ b
‘S(f, 9.0(@) - [ g

entonces

- - b
‘(f 0, 9°¢,Q ffdg‘ ‘ S(fep,go @,Q)—S(f,g,cp(Q))+S(f,g,<P(Q))—Lfdg‘

<IS(f o0, 9°0,Q) = S(f, 9,0(Q))| +|S(f. 9, 0(D)) - jj fdg‘
<[S(fo9,9°9,Q)-S(f, g,cp(Q))| +E

pero notemos que

S(f.9:0(Q) = D" flolz,)lglo(,)) — go(z, )]
=2 (Fea)@lgo o))~ (9o @)z, )] = S(fo0,9°0,Q)

entonces

S(fo0,900,Q) - 5(f,9,0Q))|+E=0+E<e

‘ S(fo9,9°0,Q ffdg

b d
por lo tanto L (fop)d(goo) = L fdg .
[

(777) Supongamos que ¢’ € Ré’, entonces como f es continua tendremos que fg' e Ré’ entonces

por teorema visto en clase f e Rg[g} y ademas

([ sig= [ 1@y

11
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y haciendo cambio de variable sea z = ¢(t) = dz = ¢'(t)dt por lo que

o(b) , , d ) ,
ol@) flo(t)g'(e(t))o'(t)dzx = _L f(o(t)g'(o(t))o'(t)dz

[[ sy =

Problema 8. — Sea f e C'Y[a,b]. Probar que

i fm eRab[f"] para todo n,m e N
b

brs b . Copa b
i0) f € RYlsin(f)] y [ fd(sin(f)) = Fsin(f) |} +cos(s)]

Demostracion:
(i) Como f e Clla,b], entonces ke Cla,b] Vk e N, y asi tenemos entonces que f™ es acotada

y f" e CYa,b] por lo que f™ e Rg[f”].
(ii) Como f e Ca,b], sin(f) e C'la,b] (pues sin(f) = cos(f)f" € Cla,b]) y entonces por teorema

visto f e R;’[Sin( f)] v ademés

b b b
[ fatsin(£)) = [ #(a)lsin(F(@))de = [ f(a) cos(f(@)f (@)da

sea t = f(z) = dt = f'(z)dz

= jb (&) cos(f(a))f @)z = | T cos(t)dt = [tsin(t) + cos(t)}}{)

f(a)

= [f(z)sin(f(z)) + cos(f(z))]]

por lo tanto Jj fd(sin(f)) = fsin(f) |Z +cos(f)Z

Problema 9. — Sea f € Cla,b] y g estrictamente creciente en [a,b]. Probar que

b l/n
([ as) =l

lim
n—>0

Demostracion: Notemos que como f € Cla,b] = |f| € Cla,b] (esto es pues ||f(:c)| —|f(y)||

12
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S|f(:1:)— f(y)| entonces se da la definicién de limite) y entonces |f|n € Cla,b] VneN
(composiciéon con z" que es continua), y dado que ¢ estrictamente creciente en [a,b], por

Teorema visto en clase tenemos que | f|n € Rg[g], con lo cual el limite esta bien definido.

Ahora, por lo visto en clases (18 de marzo) tenemos que

[ aa <ol vio)

(Como g estrictamente creciente en [a,b] = es de variacién acotada y existe V;’(g) y es distinto

de cero)

A"

En efeto, sea =z e[a,b], entonces |f(a:)|n:|f(x)| o |f(ac)|£||f||[a’b} o ||f||[a7b]=||f||n[a’b] y

n veces n veces

Afirmacion:

[a,b] < "f"n[a,b] VneN

entonces "f”[a,b] es cota superior de {|f(x)|n :z € [a,b]} y entonces sup{|f(x)|n cz €la, b} < ||f||n[a7b]

A"

, es decir,

[a,b] < "f”n[a,b] :

Con esto tenemos que

1/n (

by n b by n 1/71 n b l/n
L " dg < A" oy Vi9) ¥neN = Ua|f| dgj S(”f" [a,b]) Va(g)) vnel

1/n "
= (Pian) " <Whon(v2)" vm e
l/n

N —>»00

" 1/” l/n
. lim Uj|f| dgj ng;o"f"[a,b](‘/f(g)) = [ 7l T}i_fgo(Vf(g))

1/n
y sabemos que Va e R*, lim al/" =1, por lo que lim (Ib|f|n dgj < ||f||[a b]
n—»0 a ’

Nn—>»00

1/n

. b n
PD |l < Ji{;“ q dgj
Falto.... : (

13
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Problema 10. — Sea g €[a,b] > R wuna funcion tal que ¢ existe y es Riemann-Integrable en

[a,b] . Pruebe que

) g<BVIb) y que V29 = [ loo|ar

it) g € BV]a,b] siy solo si or,) <o

Demostracion:
(i) Sea P e ga,b]. Como ¢'(z) existe tendremos que g es continua en [a,b], en particular lo

serd para cada [z, ;,z,] de la particion, y entonces por el teorema del valor medio

g(:EZ) - g(xi_l)

Ty =T

de; €lr;_y,z,] tal que g'(c;) =

= |g'(ci) Z; _$z'—1| = |g($l) - g(xi_1)|

entonces
Vplo) = D" o) - g, = D0 [oen|le; — |

y entonces V;’(g) = sup {Zn 1|g’(cl.)| (z;,—z,_4): P € gla, b]} = sup {S(|g’(ci)|,P) : P € gla, b]}

1=

b
= L |g’(a:)|d:c , esta ultima igualdad se da ya que como ¢’ € Rs = |g’| € Rg.

.. b b
(#7) Demostraremos que V (g) < K(Fg) <V, (g)+(b—a). En efecto, tenemos que

V() = jb lg/(t)| dt = j:\/g'(t)th < jj\/1+ g(t)dt = (T )

< [N = [ el = [l 0-0 = Vi +0-0)

y con esto es claro que Vab(g) <o & E(l"q) <. (En la demostracién usamos el hecho de que

Va? +b? S\/a72+\/b72)

Problema 12. — Sea p € Cla,b], P >0, ¢>0 tales que si p(z) < CII p(t)dt Yz € [a,b]. Demuestra
a

que p(z) =0 en [a,b].

Demostracion: Sea g(z) = Ix p(t)dt , la cual es de clase C' pues ¢'(z) = p(z).
a

14
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T
Como por hipétesis 0 < p(z) < CI p(t)dt = 0<g'(x) <cg(x), de esta manera como p e Cla,b]
a

T
entonces existe M = sup |p| = sup p,y asi por el TVM-I se tiene que I p(t)dt < M(z—a), es
a

z€la,b] ze€la,b]

decir, g(z) < M(z—a)

Ahora, con todo lo anterior tenemos que

gt)<cgt) <cM(x—a) = I: g'(t)dx < Jj cM(z —a)dz

2 2
cM(z—-a cM(z—a
= o)~ gla) s M= o gy M0l
2 N2
pero esto quiere decir que ¢'(z) < cg(z) < % y nuevamente tenemos que
2 2
g'(t) < CM(t=a) con lo que
T T A2 A 2 33 2 33
a a 2 3! 3!
ASM(z—-a)?
y asi ¢'(z) < cg(z) < — de esta forma podemos proceder de manera inductiva,
n Y n AN
teniendo que 0 < ¢'(z) < CMz=a)” Vn e N, entonces 0 < ¢'(z) < lim M=)’ 0
n! n—wo n!

T
. ¢'(x) =0 es decir J p(t)dt =0 y como p es continua y tal que p(t) >0 esto pasa si y solo si
a

p(t) =0 Vit €la,z] Vz € [a,b] = p(z)=0 Vz €la,b].
|

Problema 14. — Usando propiedades de la integral de Riemann-Stieltjes obtener las siguientes

dr sio>1

[]
a+l

k

7) ZH:L=L+QJ‘N
Py a n® 1x

drsioa#1

L 2n [z/2] — [2]
“) Z( 02 - a.[l iowl

o

k=1

Demostracion:
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