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Problema 5. -
Sean F,...,E, ¢ X dados.

i) Pruebe: z € E A(EyALR) & r € E; exactamente para un
nimero impar de j € {1,2,3}.
Pruebe lo mismo para (E; AEs)AEy v coneluya que la diferencia
simétrica es una operacion asociativa.

ii) Generalice el ineciso anterior como sigue:

v € EyAEA ... AE, & z € E

exactamente para un nimero impar de j € {1,2,3,....n}.
iii) Si ademds E4,...,E, € § con (X, S, 1) un espacio de medida y
p(E;) < oo para toda j = 1,2,...,n entonces:

T
W E1AEA ... AE) = Z p(E;) — 21 Z n(E; N Ej)

i=1 i<
+2? Z wE;NEinEg) —...
i<j<k
+ (=) 2" (B -0 Ey)

(Sugerencia: Pruebe los casos n = 2 y n = 3 v luego use in-
duccién. Compare con la “féormula de inclusidn-exclusién™ para
obtener p(E; U--- U Ey)).

Demostracion: Para los incisos 1 y 2 usaremos que AAB =[A N B°]U[A° N B| y para el ultimo
inciso usaremos que AAB =[A—-(ANnB)|u[B-(AnB)].

(z) Se tiene que

(BJAE,)AE, =[(E} N E,)U(Eyn Elc)]AE3

= ([(B, mEZC)u(E2 mElc)] mEgc) U(E; N[(E, mEQC) U (B, mElc)]c)
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=((B,nEy,y"NE;")U(EynE“NE;)U(E;n[(E,“ VE,)) N (E, VE))])
=(E,NE,"NE;)U(E,NE,“NE;)U(E; N (E," VE,)N(E," VE,))
=(E,NE,"NE;" )U(EynE,“NES)V(([E; nE\“|U[E; nE,])N (B, VE)))
= (

E,NE, NES)U(E,nE“NES)U(E;NE"NE,))U(E;NE,NE))

por lo que si ze(EAE)AE, = zekb yze¢ky, F;oxeb,yz¢ek by oxek,

yr¢E,E, o xzeFEE, FE,; porlo cual esta en un numero par de conjuntos.
Por otro lado

E,A(B,AE,) = E,A[(B, M E,*) U (B, N E,°)]
= (B, N[(Ey nES ) U(E; nEy ) )V ([(Ey nES)U(Eg NE)NE)
= (By A(By" U Ey) A (By* OB U((By A By A B ) U (By A By A B))
= (By N (By" W Eg) N (Ey" U Ey))V(By NE® NE\ ) (B N Ey) NE°)
=(([By "By JUIE, nEy])N (B  UE,))U(EyNE NE ) U(E; nE," NE|")

=(E,NE,"NES)U(E,nE"NE,;" )U(E; NE\“NE,)U(E; nEyNE))

con lo que tendremos que igualmente el elemento en diferencia estard en un numero impar de
los conjuntos, ademas tenemos que las ultimas igualdades de ambos desarrollos son iguales por
lo que (E\AE,)AE, = E\A(E,AE,), siendo asf la operacién asociativa

(u) Por induccién sobre n .
El caso base para n =3 lo hicimos en el inciso anterior. Supongamos pues que se cumple para

E ., c X, llamemos E =FE,AE,A---AE, , entonces

un n >3 y consideremos EE,,. . E E .

tendremos que EAE,  , =(ENE, ,°)U(E, ., NE®), entonces dado z € EAE, | se tendra que
rebByazek Sozek  yzel.

En el primer caso tendremos por hipdtesis de induccién que z € E]. para un numero impar de
je {1, 2,...,n} para el segundo caso tendremos que z € E,_siendo es un numero impar de

conjuntos. Por lo tanto, tendremos que z € E]. para un numero impar de je {1, 2,...,n+1},

terminando asi la prueba.
|

(iii)Notemos que cada nuevo sumando nos da la medida de cada interseccién posible de los
conjuntos E,, entonces si llamamos por F ¢ N = {1, 2,...,n} y por Ep =0, _pE, tendremos

que
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D nE) = D g

FcN
|Fl=1

LB NE)= 3 wEp)

FcN

=""n

|Fl=2

FcN |
IFl=s

WE A nE)= Y wE)
FcN

=""n

|Fl=n

por lo que es equivalente demostrar que

n

M(ElAEQA.“AEn):Z(_1>k712k71 Z M(E Z Z k 12k1 (EF>

k=1 FcN | k=1 FcN
|Fl=k Pk
N |Fl-1,|F] |Fl-1,|Fl
-1 -1 -1 -1
e N I e LU U-I R S\ L Lo
k=1FcN D#FcN |

|Fl=

Por induccién sobre n .
Para n =2 tenemos que w(E,AE,)=u([E, -(E, NE,)]VI[E,~(E,NE,)]) y notemos que los

conjuntos son ajenos pues [E, —(E, NE,)|N[E,—(E, NE,)]=[E, nE,“]n[E, N E,“| =J, por
lo que WEAE,)=wE, -(E,NE,))+uE,~(E;NE,)), vy ademés como E,NE,cEE,
tendremos que pW(E\AE,) = w(E))-WE; NE,y)+u(E,y) - WE; NE,) =uE))+WE,)-2u(E, NE,)

por lo que

H(ElAEQ) =p(E))+ “(EQ) —-2u(E; N EQ)
= () () + () () + (1) 9P (B, By
_ Z (_1)\F\—12\F\—1M(EF)

D#FcN,

ahora supongamos que es cierta para alguna n > 2, es decir que la proposicién se cumple para
n conjuntos cualesquiera y consideremos E,,...E ,E < X ysea E=FE U---UFE , entonces

tendremos que por el caso base

WEAEA--AE ) =wEAE, ) =uE)+wE, ) -20ENE, )
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H:{ 2 (—1)F12F1M(EF)} +wW(E, )-20ENE, )
R Za =\

por otro lado, tenemos que WENE,  )=wU,_E.nE ) vy llamando B, =E,NE .,

tendremos que dado Fc N, = Bp=Ep,NE por lo que

n+1?

Fl-1o)Fl-1 Fl-14|Fl-1
WEABA-AR, )= Y () m ) lewE )2 Y () sy
@#FcN @#FcN,

:{ > (—1)F—12F—1H(EF)1+M(EM1)+|: S (e, nE )

@#FcN G#FcN, J
Fl-1,|Fl-1 N ]
- z (—1)‘ 1ol WER) |+, )+ Z (—1>‘ s ‘M(EG)
@;«:FQN"+1 @iGgle
n+leF n+leG, G#{n+1}

Esto ultimo pues en el primer sumando tenemos las intersecciones de tamafio a lo mas n de los
E s tales que no estd £,y en los segundos sumandos tenemos a todas las intersecciones de

tamafio a lo més n para las cuales si esta F excepto F esto constituye para el primer

n+1? n+1?

sumando todas las intersecciones de tamario a lo mas n+1 de los E,’s tales que no estda F

, v en los segundos sumandos tenemos a todas las intersecciones de tamafio a lo mas n+1 para

las cuales si esta E ,, excepto E, ,, entonces para agregar este sumando el indice se recorre

uno siendo entonces

Fl-14|F|-1 Fl-14I|F|-1
WEAEA-AB )= Y () ym) e Y ey,
@#FcN_ | @#FcN, |
n+lgF n+lelF
Fl-14|F|-1
B#FcN

n+1

que es lo que se queria probar .. por induccién matematica se cumple lo pedido.

Problema 8. -
Sea E = {A1,As,..., Ap} C P(X) dada, denotamos

A sia=10
A2 _
AT = { A* sia=1

Para cada a = (aq,aa, ..., ap) € {0,1}" definimos £, = A" N A" N
-+ M A%, Pruebe:
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i) .A(IE}={ | Ea:Dc {0, l}”’} (convenimos en poner | JE,=#).

as [} acP

ii) Concluya que #(A(E)) < 22"

(Sugerencia: para probar la cerradura bajo complementacidn en (i),
empiece con E,; v luego trate el caso general).
Demostracién:

(z) Por lo visto en clase sabemos que, dada una clase cualquiera, el algebra

generada viene dada por A(E) = o3 , con lo que vasta probar que 3 = {Uuep E,:D < {0, 13"}

Tenemos que

O ={Ee@(X):EcE 6 E° cE} ={A,Ay,... A, A A A )

con ello

1
O = {4, Ay A A A A S DX}

con veamos tenemos que

@% ={N", F:F, €0 meN}

entonces como F, e ®' tendremos que F, :Aj % con lo que EZﬂT:lAj %,y al ser

i

B=ANA = @e®® .. X e®? | entonces

©% = {7, A, “:m e NJU{X}

finalmente queremos probar que 03 = {U wep EoiD {0,1}"} = L.
c|Sea G e e® =G :U?lei, F. e ®2, y como F. e e? = F, =ﬂ7£:ilAjkak oF =X.
Caso 1: Siun F; = X . Entonces tendremos que G = X y veamos que X € L.

En efecto, tenemos que

X=A VA=A VA )N (A VA )= (A4 VA ) NA, U4 UA )N AS
=(A,NA) V(A N A) U4 nAS ) U (A A
=[(A4; Ay U (A4, N A) U (A N A )U(A N AN (A U AL

=(A4 N Ay, N ANU(A NAy NA) V(A NA N A U(A NA NA) U (A N A, NASS)
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VA n Ay M A ) U (A N A N AU (A N A N AL

y haciendo estos pasos de manera inductiva obtendremos que X =FE_, v---UE_ por lo que
1

on

Xel.

Caso 2: Si ningtin F, = X .
Obs.- Para lo que haremos a continuacién usaremos la siguiente propiedad de los conjuntos

CNnD=[CNnDNK|U[CNDNKF]
Tenemos que
G = [m;nzllA]kaj,]U[mZL:zlA]kak]uU[m;n;IA]kak]

si alguna de las intersecciones es vacia (esto pues hay dos complementos intersecindose) no
afectara a nuestra unién por lo que podemos suponer sin pérdida de generalidad que todas las
intersecciones son no vacias, i.e, que no hay dos complementos de un mismo conjunto en las

. . . .z . a.
intersecciones, por lo que cada interseccion tiene a un solo A,” no a su complemento.

Con esto tendremos que para cualquiera de las m si m; = n entonces necesariamente tendremos

a todos los posibles A.% | es decir, N}2A. % = A" "n--.nA “ = E_, para algin a € {0,1}" y
i) > k=177, 1 n a’ )

no tenemos nada que hacer, si pasa que m; < n, entonces nos faltan elementos en la interseccién

v los agregaremos de la siguiente manera:

m

. . .z m. .
Consideremos la interseccion 1, Aj O = Aj & mAj %2 N Aj iy supongamos que los
k 1 2

m;

ordenamos de menor a mayor indice, pues cada j, € {1,...,n} . Entonces por la observacion,

podemos agregar los conjuntos que nos falten de la siguiente manera

My, ™ = A, % A AU A, % 4]

m. a m. a, mi a g mi a, o
= [ﬂk:’lAjk b mATl mATQ]u[ﬂk:ZlAjk . mATI mArzc]u[ﬂkzlAjk k mArl" mATQ]u[ﬂkzlAjk . mArlp r\ATZC]

prosiguiendo de esta manera agregaremos todos los conjuntos restantes, teniendo al final que

m. a
AP =F UFE U---UFE
ﬁk=1 Ji a, a, a

con lo que G =UE, para algunos a € D ¢ {0, 1}", por lo que G € L.
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o|Sea GelL = G=U,_pE, paraalgin D c {0,1}", y justamente cada E_ @2 por lo que
Ge®.

. AE)=0°={U,_p E,:Dc{0,1}"}.
|

(zz) En efecto tenemos que por cada D < {0,1}" tendremos un elemento del conjunto, entonces

el total de elementos serdn menor al total de subconjunto del conjunto {0,1}", siendo
o1

=22" | es decir, # A(E) < 22"

Problema 11. -

Sea S — P(X) una c-idlgebra con un nimero infinito de elementos.
Pruebe que 5 es no-numerable (i.e. no hay o-dlgebra numerable infi-
nita).

(Sugerencia: Sea {Aj,As,...} € S un conjunto infinito. Imitando
la construccion de los subconjuntos E, como en (8) pero ahora con
a € {0,1}", obtenga una familia numerable infinita {Ey, Ea,...} de

snbeonjuntos en S no vacios v ajenos. Halle una funcidn inyectiva
i:{0,1}¥ = 5).

Demostracion: Por contradicciéon supongamos que 9] = |N|, es decir, S ={A;,4,,...}

Imitando la construccién del problema 8, para cada a = (a,a,,...,a;,...) € {0, 1}N definimos

E, = ﬂiENAiaf , y consideremos el conjunto de todos estos, es decir, £ ={F_:a € {0, 1}N}.
Notemos que cualesquiera dos elementos de E son disjuntos, pues si a # B querra decir que
existe por lo menos un o, # Bj y al tener solo dos opciones se tendrd que

(ocj =lyB;= 0)o (o0; =0yB; = 1), en cualquier caso tendremos que

ai (X], — Bl B]‘
By =Ny A% INA" v By =10, AP A4,

jeieN“ jieN“
_ Q, B, & B, _ a, B,
=E, 0By =[N w4 10N en A 10 A7 0 A7 =0 ,094, 10N AN

=0

ademas, es claro que cada E es no vacio. Finalmente veamos qué £ c .
En efecto pues cada FE_, es interseccion numerable de elementos de S (los A, y sus

complementos), por lo que E,eS. Por lo tanto, dado que E c.S tendremos que

|E| < |S| = 2‘N‘ < |N| M. pero esto no es posible, por lo tanto S es no numerable.
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Problema 17.
Sea (Ey )7 una sucesion de subconjuntos de X. Pruebe:
1) X lim (En) = m XE., ¥ X m (En) = ]111’1_ XE,-
n—oo n—oc —at o

i) (yg,)7" converge siy solosi lim {Eu) Hm (En). En cuyo caso
—r 00 i oo

lim xp, = Iim xg,.
N—o0

—o0

Demostracion:
(i) Sea z € X.

Caso 1: Si z e lim E . Entonces tendremos que y, » (r)=1 y por otro lado dado que z €
n—>»00 now

lim B, =U%_ N7_, E, = existe meN tal que zeN}_ E, porlo que z e E, Vk>m, por
n—>0

lo que %, (z) =1 para toda k >m, entonces lim inf Lp, (z) = lim inf L, (z) = lim 1 =1 por lo
k n—0 k=n n—o0 k2n n—>0
n>m n>m

que X@En(x)z lim XEk(I)

n—ow n—»o0

Caso 2: Si z ¢ lim E . Entonces tendremos que Xlim E, () =0 y por otro lado dado que z ¢
n—>00 n—om

lim F, = U:::l ﬂk:n E, = existe VneN tal que z ¢ ﬂfank por lo que debe de existir un
n—>0
m >n para cada n tal que z ¢ FE . Por lo que para cualquier n € N que demos siempre

encontraremos un m > n tal que 1E. () =0, con lo que lim inf L, (z) = lim 0 =0 por lo que
n—o k=n n—>0

XmEn(x)z lim XEk(I)

n—w n—»0
De forma similar se demuestra lo segundo.

_ (7)
(i7) En efecto, supongamos que lim rg =L < lim rg =L= lim Lp S AlmrE
n—»o n N—>00 n n—00 n o
=L= thE < lim F = lim E, . Esto ultimo pues x , =y < A= B, cuya demostracién
n—wo n—>0 n—o0

es sencilla.
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Problema 18. -
Sea (Ep)7° una sucesion de subconjuntos de X. Definimos [y = Ey,
Dy = DZWAEy v en general Dy, y = D AE, ) paran = 1,2,...
Pruehe:
@ (D) = Tlim (Dn) = l]ﬂ (En} = Tim (En) = ]
n—oo n—oo

n—0C n—od
(Sugerencia: Use el anterior).

Demostracion: Supongamos que lim D = lim D, esto pasa (por el problema 17) si y solo si
n—>00 n—

D ) converge y ademas lim y , = lim %, . Por un lado, tenemos que
n D D
n—o " N "

lim rp = lim XDn_lAE = lim XD"_ +XEn-1 _QXDn_len—

n—w " noo "1 @ pso0 ! !
= lim Ip + lim 1E -2 lim Ip lim LE
n—»00 T—>0 T—>00 N—>00

llamando a L= lim y,, y M = lim 3, tendremos
n—o " n—o "

L=L+M-2L-M < 0=M(1-2L) <:>M=00L=%

pero tenemos que L= limx, =001 por lo que L;t% por lo que M =0, es decir,

Nn—>00

limy, =0 < Yy,p =0 © lm E =9.
n—o " now n—»0
Y de forma andloga para lim y;, obtenemos que lim y E = 0 & %y B 0 <

n

n—>0 n n—>0 nesoo

EEn=® por lo que li_mEn=mEn=®.

n—>o0 n—»o0 n—»o

©Se tlene que X rp =gy nB) = Kans T A B T X(AnBINAAB) = Xanp T

Xacmp ~ XD =K%amp TXacmp =Xakpge ¥ Ay =X aQ=2p) + (A=A ) Xp =Xa T Ap ~2XAXp

por lo tanto x 4up =% 4 +Ap — 2% 4Xp-

Problema 19. -
Sea f: X — Y una funcion v sea B © P(Y) dado. Pruebe que:

A(fUB)) =1 (AB) v S(fUB)=r"(SB)

(Sugerencia: Considere a la familia K={DcY:f -1(D) E.-—‘i(f_l (B))}
y andlogamente con S(f ‘I(B ).
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Demostracion: Basta probarlo para la sigma algebra, pues esta es un algebra que soporta
uniones numerables, por lo que las demés propiedades se valdran.

Por lo visto en clase sabemos que la imagen inversa preserva sigmas algebras, por lo que

f7Y(S(B)) es sigma algebra de conjuntos de X .

<] En efecto, como B < S(B) = f7'(B)< f7(S(B)) = S(f7'(B) = S(fF7(S(B))) = £1(S(B)).
o] Sea K ={DcY:f}D)eS(f(B))}, por lo visto en clase el 21 de abril sabemos que K

es sigma algebra de conjuntos de Y y ademas B < K pues para cada E € B < S(B) se tiene

que f _I(E) cf _I(S(B)), con ello tenemos una sigma algebra que contiene a K por lo que por

definicién de sigma algebra generada = S(B) < K entonces tendremos que para todo E € S(B)

tendremos que f Y(E)e S(fY(B)) = fHS(B)) < S(fH(B)). Terminando la prueba.

Problema 21. -
Sea (X, S) un espacio medible y sea f : X — R una funcién S-medible,
pruche que

{reX:f(xr)=a}eS paratodaacR
Dé un ejemplo de una funcién f : X — R tal que
{reX:f(z)=a}eS paratodacecl

pero que no sea S-medible,

Demostracion: En efecto, para a € R por lo visto en clase sabemos que {a} € By < Bg, vy al
ser  f funcién S-medible tendremos que f({a})e f_l(BR) cS = f{a)es
L {reX:f(r)=a}eS. Y como By =S8Bpu{+wju{-xo}) pues en efecto
{+o},{-o} € Bg yentonces f'({xoo})e f(Bg)cS = f({two})es.

Problema 24. —
Sea f: R — R diferenciable. Pruebe que ' : R — R es Borel medible.

(Sugerencia: f'(x) = lim n{f(x+ 1/n) — f(x)} (z € R). Pruebe que
n—oo
falz) = f(r + a) es Borel medible, para cada a € R fija).

Demostracion: Veamos que f, (z) = f(z +a) es Borel medible para cada a € R fija.

10
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En efecto, como [ es diferenciable, entonces es continua y por tanto al componerla con la

funcién z +a que es continua en R obtendré una funcién continua, por lo que f, es continua

y por lo visto el dia 13 de mayo, f  es Boreliana.

Ahora consideremos f (z) = n| f(:c+1/ n)— f(z)] sucesién de funciones Borelianas ya que, por lo
anterior, f(z+ 1/ n) es Boreliana y al ser M(R, By ) espacio vectorial, la suma y el producto por

escalar seguird siendo Boreliana. Entonces tendremos que de existir lim f (z) = F(z) serd una
n—ow

funcién Boreliana. Finalmente veamos que

lim £,(2) = lim n[f(z+1/n) - f(@)] = tim L0 g

por lo que f'(z) es Boreliana ya que es el limite de funciones Borelianas.

Problema 25. —

Sea (fn) una sucesion de funciones de B en B v sea
A={re X (fulz)) converge en R}.

Pruehe que

o ? )
ﬂ {:i' € X ! |falz) — fasp(z)] < _,}

1p=1

(s

A=

k=1

(&

-

1

Demostracion: Por doble contencién, llamemos A; y A, al primer y segundo conjunto.

c] Sea z e A; = (f,(z)) converge en R y esto es siy solosi (f (z)) es de Cauchy, por lo que
para cada %> 0 con ke N existe un N e N tal que para n,n+p> N con peN tendremos

que

1
£ ()= Fy )] <

con lo que tenemos que z cumple que para cada ke N, existe un N e N tal que para cada

p € N se tiene que ‘fn(x)—fmp(:z)‘ <% Lored,.

11
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o] Sea zed, = VkeN zelU; N {zecR: ‘f (@) = [y p(® )‘<%} por lo que VkeN,
dN e N para el cual meﬂ‘;’:l{a:eR:‘fN(w)—fN+p(x)‘<%} .. VkeN existe NeN tal que

‘fN(a:) —fN+p(:zc)‘ < % para cualquier p e N.

Con esto sea ¢ > 0. Por la propiedad arquimediana existe un k¥ € N tal que i < ¢ y aplicando

lo anterior a este 2k tenemos que existirda un N € N tal que para todo p e N se tiene que

‘fN z)— fN+p(x)‘ o , entonces sean n,m > N por lo que existen p;,p, € N tal que n =N +p,

y m =N +p,, con lo que

| ()= f,( |—|f fN(iv)|+|fN(iv)— m ‘fN-!—p (@)= fy (e ‘ ‘fN fN+p2(m)‘

<L+L<l:g
2k 2k k

por lo que (f, (r)) es de Cauchy, por tanto, converge .. z € 4.

Problema 29.
Sea (X, 5. pu) un espacio de medida v Ey,... . E, € 5.

Para cada m £ {1,2,... ,n} fija, sea C};, = {re X :x € E; para
exactamente m indices j € {1.2,....n}}. Pruebe:
i) CmeS.
L Tl
ii) E H[:Em} = E T”H(Gn)-
m=1 m=1

iii) SiDy ={z e X :re Lj paraalo masm indices j € {1,...,n}}
(1 <m < n) entonces:

7 m
Z p(Ey) < Z my( Dy, ).
m=1 m=1

iv) Suponga ahora que p(X) =1y que Ay, Aa, ..., A, € 5 son tales
que cada x» € X pertenece al menos a r de los conjuntos A;.
Concluya que existe al menos un indice ¢ tal que p(A4;) = r/n.

Demostracion:

(4)

12
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Problema 30. —
Sea (X, S,p) un espacio de medida y (A,)22; v (By);2; sucesiones
de elementos de 5.

i) Si p(An N Am) =0 para toda n # m entonces
%) oo
I (U An) = Z p(Ay) (casi o-aditividad)
n=1 n=1

ii) Si p(A,AB,) = 0 para toda n entonces
e oo s3] &0
T (U A Bn) 1 (ﬂ Ans N Bﬂ)
n=1 n=1 n=1 n=1

p (T A0 T Ba) v p ( lim An/ lim Bn)
n— o0 —00

R— oo — 00

son todos iguales a cero.

(Sugerencia: Use la sugerencia del ejercicio (6)).

Demostracion:
(7)
Caso 11 Si existe m e N tal que u(4, ) = +o.

Entonces tendremos que +oo=p(4, )<pU;_A ) = plU;_A )=+0 y por otro lado

tendremos que +o =p(4, )< X" uA ) = X7 u(A, )=+o por lo que son iguales.

Caso 20 8i p(4,) <+ VneN.

Sea ke N, k>2. Denotaremos por A, =(1,_pA, con @ #FcN, .

Obs 1.- Se tiene que w(A,)=0vVQ=#FcN, con |F|>2, es decir la medida de cualquier

intersecciéon de al menos dos elementos de la sucesién es cero, esto pues tenemos que
u(AF)Su(AimAj) para algunos i,je€ F pero por hipdtesis u(AZ.mAj)zo, por lo que

WAp)=0.

Obs 2.- Para cualquiera C,...,C, conjuntos se tiene que p(Uilen) == X (—1)‘F‘M(CF).
J#FcN,

En efecto, con k=2 tenemos que
n(C U Cy) =pu(C)+uCy) (€ NCy) =—-p(C)) - p(Cy) +WC; NCy)]

Ahora supongamos que es valido para una k > 2. Tenemos que
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Tarea 2
k+1 k k
mUnLCn) =l € v G = Ui C,) (sz) ~u(U52, G N O )
v
llamando D =C ~C,,, y por hip6tesis de inducciéon obtenemos
WUESC ) == E ()W ) - = ()T uDp)
@iFgNk @#FcN,
= ¥ (Do~ T )Me,)
@2FcN, @#FcN, |
k+leF
= T (Wwep- = @) ey
@#FcN, | @#FcN, |
k+1gF k+leF
=== (1)luey)
G#FcN, |
Por lo tanto u(UszlCn) = _Q;ﬁf;cN (—1)‘F‘p(CF).
Con esto tendremos que u(Un A== X (—1)‘F | W(A ), pero por la observacion 1 si |F| > 2
D#FcN,
entonces W(A,) =0, con lo que “(Un A)=- X (—1)‘F‘H(AF) = Zizl wA,)-
G#FcN,
|Fl=1

Por otro lado tenemos que “(Un 1 n) < (U“l A ) y al ser la sucesiéon E, = U]f1 :1An creciente

y por continuidad tendremos que kh_r)r;o u(U 1A=y _A ) pero por lo anterior

lim w(U;,14,) = lim T0_yw(4,) por lo que w(U7_14,) = lim Ty w(4,) =7 w(A,).

k—
(44)

Veamos qué UAnA UBn c UAnABn . En efecto, sea =ze UAnA UBn entonces
(z e UAn V¢ UBn) o(reg UAn yT€ UBn). En el primer caso tendremos que Im e N tal que

red y VvneN,z¢ B en particular para m, con lo que

reA yzreB =weA AB cUA AB, , el otro caso es andlogo.

Con esto tendremos que W(UA,AUB, ) <wUA AB, ) <> A AB,) = 0.
Hip

Ahora notemos que si C c Dy Ec F entonces CAE < DAF, pues si zeCAFE =
(xeCyxegFE)o(rgCyzekFE)yen el primer caso tendremos que x € Dy z ¢ FF = x € DAF

, analogamente el otro caso.

14



Anélisis II Tarea 2

Entonces  como ﬂAn c UAn vy N B, c UBn entonces ﬂAnA N B, c UAnA U B, asi
w(NA4,ANB,) <uUA,AUB,) =0 por lo que w(N4,ANB,)=0.

OSean E, =U,,, A, v F,. =U,., A, , entonces notemos que por lo anterior W(E,AF,) =0, esto

pues en las demostraciones anteriores no importaba desde donde empezaban las uniones.

Con ello p(lim A A lim B,) =u(N,_, Uy, 44N, Ups, B = N, E, AN, F) y por lo

n—>0 n—>0

anterior tenemos que w(,_,£,AN, _, F;) =0 por lo que y( lim A A lim B,)=0.

n—>0 n—»0

De forma analoga definiendo E, =M,, A, y F, =0, A, se obtiene lo mismo para el limite

inferior.

Problema 33. —
Sea (X, S, i) un espacio de medida y (E),) una sucesion de elementos
de S. Pruebe:

i) p (@ E,t) < lim p(FEy). Dé un ejemplo en el que la desigual-

T— 00 T— D0
dad sea estricta.

o0
i) Sip ( LJ En) < +ooentonces lim p(EL) < p (lim En). Dé un
ﬂ_] TE—+ 00 R— 50
ejemplo en el que la designaldad sea estricta.

iii) Pruebe con un ejemplo que (ii) podria no cumplirse si

’ ([‘] E,,,) ~ 4o

n=I1

Demostracién:
(4)
Caso 10 Si (B, ) =+ VneN.

Entonces tendremos que lim p(E, )=+ y efectivamente sea cual sea el valor tendremos que
n—>0

p(lim £)) < lim w(&,)
N—>00 T —>0
Caso 2: Si existe un m € N tal que p(E, ) <+ Vn>m.

. _ [e'e) o0 _ o0 . _ o0 ., .
Tenemos que lim E = Un:1 ﬂk:n E, = Un:an siendo F = nk:nEk sucesion creciente de
n—»>0

conjuntos, ya que F, < F _, entonces por la continuidad de la medida (clase 16 de mayo):

15
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WUZF,) = lim u(F,) = lim p(F,)
Nn—>0 n—>0
n>m

y por otro lado tendremos que F, =N;_ E, < E, Vk>n por lo que wWF,)<uE,) vk >n,
por lo que
lim p(F)) < lim inf W(E,) = lim w(E,) = lim p(E,)

n—»o0 n—o k=n N—>00 n—>o0
n>m n>m n>m

| |
(i) No necesitaremos dos casos, pues se dard por consecuencia del teorema visto en la clase

del 16 de mayo que es valido si hay o no un conjunto con medida no finita.

-_ _ o0 o0 _ o0 _ o0 L4 .
Tenemos que 73120 E, = ﬂn:1 Uk:n E, = Un:lGn con Gn = Uk:nEk sucesion decreciente de

conjuntos, ya que G, 2 G, ,, vy tal que wG,) = u(UleEk) < 400 (por hipétesis), entonces por
el teorema mencionado anteriormente tendremos que
p(lim ) =pnU;_G,) = lim w(G,)

n=1"n
n—»0 N—>00

y por otro lado tendremos que G, = Uf:nEk D E, Vk>n porloque wG,)=wkE,) vk >n,

por lo que

lim u(G,) > lim supp(G,) lim weE,)

=1
n—» n—® L>n n—>o0

por lo tanto p( lim E )> lim WE,).

n—>00 n—>0

(7i7) Dicha desigualdad
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Problema 34. —

Sea (X, S, p) un espacio de medida v sea F = {A € 5: u(A) < +oc}.
Definimos una relacién ~ en F x F poniendo: A ~ B(A. B € F) &
PALAB) = 0.

i) Pruebe que ~ es una relacidn de equivalencia.

ii) Denotamos por F al conjunto de las clases de equivalc!lcia.i Vv por
[A] la clase de equivalencia de A € F. Pruebequed: F xF — R
dada por d([A], [B]) = p(AADB) estd bien definida y que (f _.d)
es un espacio métrico completo.

(Sugerencia: Si ([4,])]” es una sucesién d-Cauchy, halle una subsuce-

sién ([An, )5 tal que d([An.], [An,,,]) < 2= Sea A, = lim A,,.
- k—oo
Pruebe que A, € F y usando la sugerencia del ejercicio (6) pruebe

que

o e)
A DA, | AnjAAn,,
j=k
por lo que d([Ay,], [A.]) — 0. Concluya que d ([4,]. [A.]) — 0).

Demostracién:
(7) En efecto.
e Reflexiva. Sea A € F' entonces pu(AAA) =n(J) =0 por lo que A~ A.
e Simétrica. Sean A,B € F' tales que A ~ B entonces 0 = pu(AAB) = w(BAA) p(AAA)=n)=0

por lo que B~ A.
e Transitiva. Sean A,B,C € F talesque A ~ By B ~ C entonces w(AAB) =0y w(BAC) =0 pero

tenemos que AAC < (AAB) U (BAC). En efecto, dado z € AAC tendremos que (ze€ Ay z ¢ C)
o (rgAyuxel), en el primer caso tendremos dos subcasos. Si z € B entonces tenemos que
zeByzgC porloque z € BAC ysi z¢ B tendremos que z ¢ By z € A por lo que z € AAB
, en cualquier caso tendremos que x e (AAB)uU(BAC), analogamente para el caso en que
(rg Ay zeC). Entonces tendremos que uAAC)<u((AAB)U(BAC)) < u(AAB)+u(BAC)
=0+0 por lo que p(4AC)=0 .. A~C.

(77) Tenemos que ver varias cosas.
(1) d es métrica.

-Sean [A],[B] € F tal que d([A],[B])=0 < wAAB)=0 < A~B < [A]=[B].

-Sean [A],[B] € F', entonces d([A],[B]) = u(AAB) = u(BAA) = d([B],[A]).

-Sean [A],[B],[C] € F, entonces por el inciso anterior sabemos que AAC < (AAB) U (BAC) por
o que W(AAC) < W(AAB)+w(BAC) < d([AL,[C]) < d([A],[B))+d([B],[C)).

Con lo que, en efecto, es métrica.
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(2)5i ([A,])] es sucesién d-Cauchy entonces existe ([4, ]);” subsucesion tal que d([4, ],[A, )

k k k+1

Sea ([4,])] sucesién d-Cauchy,

Problema 36. -
(La complecién de un espacio de medida).

Sea (X, S, p) un espacio de medida y sea N' = {N € S : u(N) =0} el
g-anillo de conjuntos S-medibles de medida cero. Definimos

S={(EuM)—-My:EeS v Mic N;ieN (i=1,2)}.
Pruebe
i) Fe S e F=FEUMgcon E € Sy My un subconjunto de algin
No € N. (E v Mp no son necesariamente 1inicos).
i) 'S es una o-dlgebra v S ' S.
(Sugerencia: Use (i)).

iii) 77 : 'S — R dada por TI(E UMp) = p(E) estd bien definida, es una
medida en S v TT|g = .

Demostracion:
(4)
=] Sea FeS < JAeSy M, c N, eN (i=12) tales que

F=[AuM]-M,=(A-M,)V(M,-M,)=(A~[NynM,])u(M,-M,)
=(A—N2)U(A—M2)U(M1—M2)

sean E=A-N,y N,=(A-M,)u(M;-M,) y veamos que estos son los buscados. En efecto,

como A,N,eS = E=A-N,eS por ser sigma algebra, y por otro lado tenemos que

Ny=(A-M,)U(M;-M,) (M) (M;~M,) =M, ) (M, "M,")= (M, VM) M,*
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Problema 38. —

Sea (X,S5) un espacio medible y sea g : S — E una funcién fini-

ta, no negativa v aditiva. Pruebe que las siguientes condiciones son
equivalentes para sucesiones (Ay) de elementos de S:

) p ( U Ak) = 3 u(Ay) (AN Ay = 0,1 # k) (o-aditividad).
k=1 k=1

=]
i) Si Ay D Ay o ... vy A= [ A entonces: p(A) = lim p(Ag)
k=1 koo

(continuidad por arriba).
[= ]

i)y Sidi c A cC...vA= Ap entonees: p(A) = jEi]m p(Ag)
1 [+

k=
(continuidad por abajo).

iv) ( lim Ak) = lim p(Ag) (continuidad).!
k—oo k— oo

Demostracion:

Consideremos una curva C

Problema 39. -

Sea (X, S, p) un espacio de medida o-finita y sea D < 5 una familia
consistente de conjuntos ajenos entre si. Sea £ € S con p(FE) = 0 fijo.

Pruebe que la familia D = {D € D : p(E N D) > 0} es a lo sumo
numerable.

(Sugerencia: Empiece con el caso p(E) < +o00).

Demostracion:

Consideremos una curva C

Problema 41. -

Sea (X,S,u) un espacio de medida o-finita y sea f : X — R una

funcidn S-medible. Pruebe que existe una sucesidn de funciones
S-simples (s,)]" tales que s,(r) — f(r) para todo » € X ¥
w({xr € X :sy(x) #0}) < oo para toda n.
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Demostracion:

Consideremos una curva C
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