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Problema 43. -
Sea f € M*(X,S) tal que [ f du < +oc Pruebe:

1) p{z e X : f(z)} =4o¢) =0.
i) {x € X : f(x) > 0} es o-finito.

Demostracion:
(i) Sea E={re X: f(z)=+0o} y para cada neN sea E ={re X: f(z)>n}, entonces es claro

que EcFE_ VneN por lo que wE)<u(E, ), con esto bastara probar que cuando n — o =
WE,)=0.

Notemos que para cada z € E, = f(z)>n porloquesi z e E_ entonces f(z)=yp (z)-n,y por
hipétesis  f(r)>0 por lo que si z¢E  entonces f(r)>0=0-n=y, (z):-n, en conclusion,

xg ‘n<[f VneN,entonces:

IXEn ‘ndu < _[fdu S nJ.xEnduS Ifdu < (k) SJ.fdp

1
< WE,))<—|fdp <+ Vn2>1
n hip

con esto tendremos que

lim u(E) < lim w(E,) < lim ljfdu = [ fdu 1im 1oy

n—>0 n—>00 n—o 1 n—o 1

por lo tanto, u(E)=0.
|

(77) En efecto, paracada n>1sea F ={ze X: f(r)> 11 siguiendo el mismo procedimiento que
n
el inciso anterior tenemos que y p -L < por lo que WrE )< nlfdu<+0 Vn>1. Unicamente
n N
’ 7 0
faltaria ver qué {z e X : f(z) >0} =U, _|F .
En efecto, si ze{ze X : f(z)>0} < f(z)>0 = In eN tal que f(z) >+ < reF,
n

prop.aquimediana

cU?_F, , por tanto, {z € X : f(z) >0} =U_ | F con cada u(F )< +w, es decir, es o finito.

Problema 44. —
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Sip(X) <4<y feMT(X,S) entonces:

/_f dp < +00 & Z "u{r e X @ f(x) = 2"}) < 400
N n=>0

Demostracién: Sea E, = fH(~00,2) y para cada n >0, E, = f_1[2”,oo), como fe M*(X,S)
entonces para cada n se tiene que E eSS 'y ademds si n>0 entonces

~l1ok -1 -1 -1
Ufl;o:QEk =E0UUf=1f [2 ,oo):f (_0072>Uf [2,oo)=f [R]ZX'
Por lo anterior tenemos que si r € X entonces 3m e N tal que z € E, , con lo que si definimos
s5,() =2}, 2kXEk se tiene que s =2" < f < omHl —9.9m = 2s, . Ademas, también es claro que

s, — s puntualmente donde s(z) = Zfzo 2]“% E,» POT lo que de lo anterior s < f <2s (pues para

cada z € X podre encontrar un m € N tal que s < f<2s vy tendiendo m a infinito se tiene)

Finalmente notemos que de esto tendremos que [sdp <] fdu <2[sdp, pero por el teorema de
convergencia mondtona (pues s_(z)<s ., (z) ya que es una suma) tendremos

J.sdu = lim | s dp = lim ZQk (E))= ZQku(Ek) = ZQku(f_lpk,oo))

n—>00 *) n—)oo
_22’f {zeX:flz) sz {zeX: flz)=2"
k=0

(*) esto se da por la proposicién 4.4 del Grabinsky que fue demostrado en clase.

Por todo lo anterior tendremos pues

ZQk {reX: f(z) Ifdu<2 ZQk {ze X : f(z)=2")
de lo que concluimos que [ fdu <+o < X% 2"p({z e X : f(z) = 2") < +o0

Problema 48.

i) Pruebe con contraejemplos que no hay equivalente al teorema
de la convergencia mondétona si la sucesion de funciones (f,,) es
monoétona decreciente. Sin embargo, pruebe que si f1 = fo > ...

v [ fi dp < 400 entonces:

lim f,, dp = 11111 /fn dyu.

n—o

ii) Pruebe que la conclusién del lema de Fatou podria fallar si no se
requiere que f = 0.

Demostracién:
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(¢)

OSea X =Ny §=gp(N) y consideremos la sucesién de funciones dada para cada n e N como

f,: X >R dada por f (z)= %XPareS(I)J“O'XImpares(I) que al ser combinacién lineal de

caracteristicas serd una sucesién de funciones s —medibles y ademas positivas. Notemos que la
1

sucesion es monodtona decreciente, pues para cada z par, f (z)= 1> —==1 .1(z), por lo que,
n n+

f(@)>f () y si z impar entonces f (r)=0=0=f (z) por lo que f (z)>f . (z)
f, > f,,, para toda n e N, es decir, es decreciente.

Ademas, notemos que f, — 0 puntualmente, pues lim f (z)= lim Ly .+ (7) =0, pero tendremos
n—»o0 nown P

que
JOdu =0y lim andu = lim l|pa1fes| +0- |impares| =
N—>00 n—o 1
por lo que

lim | f du# | lim f du

n—>00 n—»o0
© Supongamos que (f), S M™*(X,8) sucesién tal que fi>fh>y Ifldu < +00.
Sea g, (z) = f,(z)-f,(z). Tenemos por hip6tesis que 0<f , <f <f VneN por lo que para
cada re X, g, (x)>0 y ademéas es una sucesion creciente, pues g, . (7)=f()-f, (2
> fi(z) - f,(z) = g, (z) . Finalmente dado que la sucesién 0< f < f, VneN tendremos que para

cada re X la sucesion f (r) es acotada y creciente, por tanto convergente, entonces
f, > f=limf que como f eM"(X,S) = feM"(X,5) . Con todo lo anterior tengo una

sucesion (g, ) c M*(X,S) no decreciente tal que converge a g = fi-fe M™(X,S), entonces

neN
por el teorema de convergencia mondtona

-[E gdp = lim .[E g9,du @IE fy = fdu = T}Eﬁo -[E fi = £, dn

n—>0

o [ hdu=[ =t ([ fap={ fdu)=tim [ i tim g

n—>0 n—>0

y como | g J; <+ entonces

du = 1i d
-.-Ef H nf;o Ef" !

|
(i7) Sea X =N y S = @(N) y consideremos la sucesiéon de funciones dada para cada n e N como

f, : X > R dadapor f (z)= —%xpams (z)+0- X Impares (z) e M(X,S), entonces notemos que f, —0

puntualmente, pues lim f (z)= lim ~Ly (2)=0, pero tendremos que
n

ar
n—>0 —>o n P2

IOdu =0y lim jfndu = lim —l|pares| +0- |impares| = —0
N—>00 n—o N

por lo que
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[t f,dn> tim [ 1,0
n—»0 n—>0

Problema 50. —
Pruebe:

i) Si (f,) es una sucesion de elementos en M(X,S) y si existe

g € MT(X.,S) con [g du < +oc tal que f, > —g (c.d rel
,u) en F € 5 entonces:

/ im fpdp< Lm [ f,dp

n—00 N—00 .

E E

ii) Siexiste g € MT(X,S) con [ g du < +o< tal que f,, < —g (c.d
rel. y1) en E € S, entonces:

n—00

E E

T [ fodp < [ T f, dy

Demostracién:
Lema. Sean fe M(X,S), E€S y N e N(n), entonces IE fdu = IE—N fdu .

En efecto, como N es nulo entonces E NN es nulo, por lo que | pon fadn = | g fdu
+JN fdu y como N es nulo, entonces IEuN fdu = IE fdu. Por otro lado, tenemos que
I(E_N)UN fdu = JEuN fdu pero I(E_N)UN fdu = JE_N fdu+fN fdu = IE_N fduw pues E-Ny N
son disjuntos, asi tendremos que JE_N fdu = I(E_N)uN fdp = fEuN fdp = IE fdu.

(i) Para cada n e N defino h =f +g>0, entonces como f ,ge M(X,S5) para cada

n € N tendremos que h e M *(X,8) para cada neN, y ademds como por hipdtesis existe
F e N(u) nulo tal que f >-g en E—F, entonces h, =f +g>0 en E-Fporloque

hmJ. h,du = lim h, _dp

lema 5 _yoo *E—F n

y como en E—F se tiene que h, >0 entonces por el Lema de Fatou

hm J. r h,du = .[E—F hjrn h,du
n—>00

por lo que
, . . . s _
= lim | fdu—| gdpn= (lim f,)—gdp = lim | fdu+ lim—| gdp> lim f, dp+ —gdu
n—)oo‘[E " J.E J. n—>00 n—)ooJ.E " n—>00 IE J‘E_Fn—mj " J.E_F
> 1 _
= I [ fdn=[ oduz ], lm fdu=[,  gdn

y como jE_F gdp < jE gdp < +oo entonces
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lim | f du> lim f du = lim f dp
—>ooJ.En IE_Fn—)wn J. —>oon

lema v £

por lo que

lim [, fydn 2 [ lim f,du

n—»0

(77) Para cada n € N defino h :=—f —g>0, entonces como f ,ge M(X,S) para cada
n € N tendremos que h, e M *(X,8) para cada neN, y ademds como por hipitesis existe

F e N(u) nulo tal que f <-g en E—F, entonces h, =-f —g>0 en E-F porlo que

lim thndp = lim h, dp

lema p_yoo Y E—F

y como en E—F se tiene que h >0 entonces por el Lema de Fatou

lim [ phpdnz]  lim b du

N —>00

por lo que

hmJ. hd;,L>J.E Fhmh dp = hm.[ -1, —gd;,L>J.E Fli_m—fn—gdu

n—»0 n—>00 n— n—>®
. e . o - S . . -
= %J‘E fodn IEgdu—fE_F(;l_H; f)—gdn = ,}ljmj fTLdu+T};_n; ngdu—j'E_FTL_H; fndu+IE_F gdu
= hmJ. —f,dn— J. gdu > ‘[ hm [du— E_ngu

Yy como J.E—F gdp < IE gdp < +oo entonces

hmJ. —f,dn = J. hm fdn = jhm [,du

lema

por lo que

. _ > . _ > T . <
lim I fnd},l _.[ nhm Ind},l = nhm I | d}i I Jlm fnd},l = 77?111’1 j ?nd}l j Jlm f du
|

Problema 51.
(Lema del promedio).

Sea f e L1(X, 9. ) tal que < k con k = 0 constante,

oy ] f i
E
para todo ' € S con 0 < p(F) < +0c. Pruebe que |f| < k (c.d rel.

)

(Sugerencia: Empiece probando que si f € £1(X. S, 1), entonces:

iw({r e X |f(x)] > a} < +oc, para todo a > 0)).

Demostracion: Sean o >0, fe L (X,5,un) ysea A={zreX: |f(g;)| > o} . Probaremos que
u(A4) = 0. En efecto, primero notemos que
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A={zeX:f(z)>a 0 —f(x)>oc}:{xeX:f(x)>a}©{meX:—f(m)>oc}

y entonces si llamamos A* ={ze X: f(z)>a}y A~ ={z e X :—f(z) > a}, como p(A4)=pnA")+
u(A7) (pues son disjuntos) entonces basta probar que p(A*)=p(47)=0.

Para esto notemos que si zeA’ (A7) entonces f(z)>a (-f(zr)>a) y entonces
f@)x o >op e (@) xy - >0n, o), por o que  foyxoZaex,y —fox,s 2oy,
(cuando un elemento no esté en el conjunto se cumple la igualdad), entonces

foagzoyg,,. = If-xA+du2fa-xA+du = JAJduZau(AU
Y
_f’XA*ZOL'XA* = JA_f’XA*dMZJ‘OL’XA*dM = _J'A_fdMZGM(Ai)

por lo que

u(Ah) < lj fdp < +oo(pues f e L(n) = pA") <+
oJA

para A~ si pasara que pA") =40 = J‘A+ fdu =—-o!ll lo cual es imposible, pues f e L,(n),

entonces p(A~) < 4.

Ahora por contradiccién supongamos que pu(A™) > 0 entonces sabemos que

Yo >0

ap(A) < J-A* fdp = 0<a<

d
A+fu

1+ J‘+fd].l= +
n(Aa") nAa”)

pero por hipétesis (pues 0 < u(A™) < +o)

<k

1
oy e

entonces en particular para o =k +1 tendremos que

k+1< <k WM

Lr fdu

n(A™)

por tanto pu(AT)=0. De forma similar tendremos que p(A7)=0. Por tanto

uw(A) = (A" + (A7) =0, entonces | f| <k casi donde quiera pues el conjunto donde no se cumple

(A) es nulo.
n

Problema 52. —
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Sea (f,) una sucesion de funciones de L£1(X. 9, 1), tal que
Sy / | fnl dpt < +2c.
n=1"

Pruebe que la serie ) f, converge a una funcion f € £1(X, S, ) que
n=1
satisface:

/ fdp= ;/ f dpt

. Qué significa lo anterior si X = N, § = P(N) y ;1 es la medida de
conteo?

Demostracién:

Problema 53. -

Sea (f,,) una sucesién de elementos de M T (X, S) tal que: f,, — f (c.d
rel. 1) y [ fa dp — [ f dp < +00. Pruebe que

/.fn dﬁ-"— - /f dﬁ--{ para todo E € S
E B

(Sugerencia: Aplique el lema de Fatou a las sucesiones (f,\g) ¥

(frXx—E))-

Demostracion: Sea Ee Sy g, = f 1y, entonces como para cada n e N se tiene que

[, € M*(X,S) y X €s caracteristica, entonces g, e M*(X,S) para toda n e N. De la misma

manera h =f .y p €M (X,5). Entonces aplicando el lema de Fatou a estas sucesiones
tendremos que

j lim f xpdp < lim Ifandu = lim fEfnd“
n—>00 n—>0 n—©

j lim f % y_pdp < lim IfnxX_Edu = lim fX 5 Indm
n—»0 n—»00 n—»0 -
pero como por hipétesis f — f casi donde quiera entonces existe N nulo tal que f — f en

X-N, pero entonces [limf ypdp =/, lmf du=1/, \limf du=/, \ limf du=/,limf dn
= [lim f y pdp y andlogamente [limf y pdu = [lim f y zdu, entonces

jEfdu=ij-fdusnhjn;fEfndu y J.X_Efd}’l:J.XX—E'deth_)—H;J.X—Ef"dH

es decir

jEfdMsT%r;jEfndu y J.X_Efdusnlijn;.[X_EfndM



Anilisis II Tarea 3

ahora, como por hipétesis JX fdp < +o0, entonces IX—E fdu = JX fdp - IE fdp pues IX fdp =
[ fdp < +o0 . Ademas, como por hipétesis | fdu — [ fdp < +o0 tendremos por convergencia que

existe n e N tal que |f f,dn— | fdpt| <+ por lo que | f,dn <+, entonces de la misma manera

IX_E [ = IX fndu—JE f,du, con esto
J‘X’Efdusril—%rio"‘X*Ef”dH < -[de“_.[EfduSﬂ%jxf”d“_jEfnd“
- Jim [ fydu= Jim f = [ pia T [, g
con lo que

ijdH_J.Efd“SJ.de”_r}i_Trio.[Ef"d“ :>_-[Efdus_nh—>_m%o'[Ef"dM

= jE fiw > Tim jE £ dp

esto dltimo pues | x fdu < 40 Entonces por todo lo anterior tenemos que

[ fdn<tim [ fduy [ fdu> tim [ fdu

E o E E o0 B
entonces

. < T < <1 < T
S [, fydu < Jim [, Sy < [ < i [ fydus T [ 5y

por lo tanto

Problema 54. —
(Una generalizacion del teorema de la convergencia dominada de H.

Lebesgue).

Sea (g,,) una sucesién de elementos de £ (X, S, 1), tal que

gn — g (c.d. rel. i), con g€ LT (X, S, p) y /yn dp — /_(__,r dye.

Sea (f,) una sucesién en M(X,S) tal que |fu| < gn v fo — f €
M(X,S) (c.d. rel. 1), entonces:

D) feLliX, 8y
i) [fdp= lim [ f, du para todo E € S.
E nmR

Demostracién:
Lema.  Sean fe M(X,S), E€S y N e N(n), entonces IE fdu = IE—N fdp .
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En efecto, como N es nulo entonces E NN es nulo, por lo que | pun JAn [ fdu
+JN fdu y como N es nulo, entonces jEuN fdu = jE fdu . Por otro lado, tenemos que

J(E wow fau =Ty fan pero J(E—N)UN fau=1Tg y fdn+Iy fdu =1y y fdu pues E-Ny N
son disjuntos, asi tendremos que JE—N fdu = -[(E—N)UN fdp = IEuN fdp =1, fdu

(i) Tenemos por hipétesis que | fn| <g, casi donde quiera, entonces existe N e N(n) tal que

|f |<g en X—-N, por lo que = JX N|f |du IX N 9,dn pero por el lema tendremos que
X|f|du<f Ig du :> f|f|d},t<]gdu<+oo por lo que f e L;(n).

(77) Tenemos que f, < |fn| <9,y —f, < |fn| <g, entonces definiendo h =g +f yr,=g,-f,
tendremos que h ,r, € M (X,S) y ademas como g — g cdy f — f cd, entonces tendremos
que h, —g+fyr, = g-f cd,perono afectara en nada nuevamente por el Lema

Por lo anterior aplicando el lema de Fatou tenemos que

Nn—>00

I hmhdu<hmj h,du 'y I hmrd;,t<hmj T, dp

:Ig+fdu<llmj g, t1dn y _[g fdu<11mf g, —I,dn
n—>o0 n—>00
= +ds1‘j du+t li j d j—dsl j du— 1i j d
IEQ fdp ir;Egnunir; fdn y o fdp nf;Eg"“nfioEf””

y como por hipétesis | g, = [ g, entonces

= [pordins [ odu timn [ pdn v [ g=giws [ gdu= i [ g du

n—>0
= d+jdsj'd+1'jd J'd—.[dsj'd—l'jd
IEgu Efu 5 J0m %O fdn y 5 J0m Efu Eg“nfioEf"“

como [g <+ =

[ fius n_nﬁ fudw v [ faps<—1tim [

fdn
n—»o0
- j fdu < hmj fdu v J.fduzlimj £, du
_ n—o© E n—oJE

= lim [ fdu< lim fdu<ffduﬁhijEfndu<llm f,dn
n—>00

n—»00
= [ fap=1 j dy = 1i j d
IEfu Lim 5 IndH i 5 IndH
por lo tanto

J'fd,u_ lim | f,du

n—>0
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Problema 58. —
(La funcién Gamma I' : (0,00) — R).

(= o]
i) Sea a > 0. Pruebe que [ e *2% ! dr = I'(a) existe.
0

(Sugerencia: Examine por separado la integral sobre (0,1) y
[1,00)).

ii) Pruebe:

1}11}.}(, /n (1 — E)n;ﬁc’_l dr =T'(a)
0

(Sugerencia: (1 —£)" < (1 — n'—ff)”H si £ < 1).
iii) Pruebe:

e ¥ =1
‘/m'ﬂa_l dr = ].—‘(Oc) Z n_Q sia > 1.
0

n=1

(Sugerencia: 'l% —eT4e 4. ).

Demostracién:
(i)Sea o> 0 entonces, [{7 e Tr% Ny = f% e T dr + Iy e 2%z, veamos cada una por separado.

O Para la integral fé e 2% My como 0<z <1 entonces -1<-2<0 = e ! <e™ <1 porlo que

e 2%t <ot < %71 entonces

ahora, notemos que

por tanto fé e % g converge.

" dz , y sabemos por resultados

O Para la integral | cf e 2% Ny la podemos reescribir como [ io

[

de célculo 2 que e™ > 2" VreR Va >0, por lo que existe € >0 tal que si z > ¢ entonces

con esto tendremos que

® 2 a-l1 & 4 a-1 ® _r a-l1 & 4 a1 ® _r iz
Iex dsz.e:v dx+J.ea: dxﬁjex da:+J.eezdx
1 1 € 1 €
e © 1
=I e_xx“_ldx+-.‘ e 2Vdx
1

€

10



Anilisis II Tarea 3

pero | f e "z% g es convergente, pues la funcién es continua en el intervalo y la integral es finita.
Por otro lado, se tiene que

o _1 _1 _1
I e dr=-2e"2" [P=0+2¢

€

€ —Le
=2¢ 27 < 400

J‘oo -z, o-1 J’s -z, o-1 J‘oo -3
entonces L€ T dx < ez dx + e € < 400 .

De lo anterior concluimos que [ 80 e “ 3% ldzr es convergente.
]

(7) Como f (x) = (1-2)"z% es continua en [0,n] tendremos que es Borel-medible y Riemann-
Y n

integrable, entonces por el (v) del problema 55 del libro tendremos que

“f@dr={  fan= [0+t la = fan
0 [0,n] 0 n [0,n]

pero puedo definir f (z) =0 si z >n entonces
J'”(Hi)%“‘ldx =I £
0 n R+ n
mas aun, como f, >0 y por la sugerencia sabemos que f < /f (i.e, es creciente) tendremos por

el teorema de convergencia mondétona que

lim [ fdr= i fd

n—>0 n—>0
y se tiene que
lim f (z)= lim (1—£)na:°‘_1 = lim (1 +ﬂ)nﬂ:m_1 = e gt
n
n—»0 n—»o0 n n—»00 n

por lo que

tim [ fan=[ edr= [ e s e = T(o)

n—»00

(77) Tenemos por la sugerencia que

que es de hecho la serie de Taylor en el origen de la funcion, la cual sabemos que converge uniforme
y absolutamente, por lo que

© e a—1 © —nz_o—1 — [* —nz_o-1
I —2x dx = I E e x~ dr = E I e xT dx
( 0 0

) -z
I-e n=1 n=1

11
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ysea t=nz = Ldt=dz porlo que
n

ZI —ne aldaz—ZI OLl1dt Z J' “toelg = j et 1dt2—

n=11
~ry L

n=1"

12



