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Problema 1. –  

 
 
Demostración: Por inducción sobre n . Para 0n =  tenemos que  0

0 0 20 1 1 1k kF F F=∑ = = = − = −   

por lo que se cumple. Supongamos que es valido para un 0n >  entonces tendremos que 1
1

n
k kF+
=∑

1 1 1 2 3 ( 1) 2.
1 1 1n

n k k n n n nH I
F F F F F F+ = + + + + += + ∑ = + − = − = −  por tanto se cumple para 1n + , por lo 

que, por inducción matemática es cierto para todo n ∈  . 
∎ 

 
Problema 2. –  

 
 
Demostración: Tenemos que la sucesión de Fibonacci cumple la relación 2 1n n nF F F+ += +  con 

0 10 y 1F F= = , entonces considerando su polinomio asociado que es 2 1x x= +  ⇔ 2 1 0x x− + =  
1 5 1 5

2 2
  o x x+ −⇔ = ϕ = = ψ = , y al ser ϕ ≠ ψ  tendremos que { : } { : }n nn nϕ ∈ ∪ ψ ∈   forman 

una base para la relación por lo que n n
nF a b= ϕ + ψ  para algunos ,a b ∈  , pero recordando los 

valores base tenemos 
 

0 0
0

1 1
1

0 0  
   

1   11

F a b a b a b a b
a b b bF a b a b

= = ϕ + ψ = + = + ⇒ = −
⇒

= ϕ + ψ ⇒ = − ϕ + ψ= = ϕ + ψ = ϕ + ψ
 

1 1 ( )  b b⇒ = −ϕ + ψ ⇒ =
ψ − ϕ

 

 
por lo que  
 

1 1
5

n n n n n n
n n

nF −ϕ + ψ ϕ − ψ ϕ − ψ
= − ϕ + ψ = = =

ψ − ϕ ψ − ϕ ψ − ϕ ϕ − ψ
 

 
usaremos esto para la demostración. Desarrollando: 
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21 1 1 1
2

1 1 5 5 5

n n n n n n

n n nF F F
− − + +

− +

     Φ − Ψ Φ − Ψ Φ − Ψ     − − = −
     
     

 

1 1 1 1 21 ( )( ) ( )
5

n n n n n n− − + + = ⋅ Φ − Ψ Φ − Ψ − Φ − Ψ  
 

2 1 1 1 1 2 2 21 ( ) ( 2 )
5

n n n n n n n n n n− + + − = ⋅ Φ − Φ Ψ − Φ Ψ + Ψ − Φ − Φ Ψ + Ψ  
 

2 1 1 1 1 2 2 21 2
5

n n n n n n n n n n− + + − = ⋅ Φ − Φ Ψ − Φ Ψ + Ψ − Φ + Φ Ψ − Ψ  
 

1 1 1 1 1 1 2 21 12 ( ) 2
5 5

n n n n n n n n− + + − − −   = ⋅ −Φ Ψ − Φ Ψ + Φ Ψ = ⋅ Φ Ψ Ψ − Φ + ΦΨ      
 

 
Por otro lado, tenemos que: 

1 1 1 1 2 1 1 ( ) [ (1 )] [ ] ( 1)n n n n n n− − − − − −Φ Ψ = ΦΨ = Φ − Φ = Φ − Φ = −  
2 2 2 2 2 2 2 ( 2 ) ( ) ( 5) 5− Ψ − Φ + ΦΨ = − Ψ − ΦΨ + Φ = − Ψ − Φ = − − = −  

 

∴ 2 1
1 1

1 ( 1) ( 5) ( 1)
5

n n
n n nF F F −
− + − = − − = − . 

∎ 
 
Problema 3. –  

 
 
Demostración:  

Suponiendo , 0n m > . En efecto, si |n m  entonces m kn=  para algún k +∈   y 
entonces por lo visto en clase sabemos que 
 

0
1 1 0 1 1

0 1 10

k k k
j k j k j k j j k j

m kn n n j n n n n j n n j
j j j

k k k k
F F F F F F F F F F F F F F

j j j
− − −
− − − −

= = =

       
= = = + =              

       
∑ ∑ ∑  

 

por lo que para cada 1 j n≤ ≤ , 1 1
1

|   |   |
k

j j k j j k j
n n n n n j n n n j m

j

k k
F F F F F F F F F F F

j j
− −
− −

=

   
⇒ ⇒ =      

   
∑ . 

∎ 
 
Problema 4. –  

 
 
Demostración: Sea 1 1( , )  |  y |n n n nd F F d F d F+ += ⇒  pero 1 1n n nF F F+ −= +  por lo que al tener  

que 1 1|  y |  |n n n nd F d F F d F− −+ ⇒ . Con esto tendremos que 1 1| , |  y |n n nd F d F d F− +  entonces 
2

1 1| n n nd F F F− + −   que por el problema 2 implica que | ( 1)   1nd d− ⇒ = . Por tanto 1( , ) 1n nF F + =
, es decir, dos números de Fibonacci consecutivos son coprimos. 

∎ 
 
Problema 5. –  

 
 
Demostración:  
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.Obs −En clase vimos que dadas , ,l m n ∈   se tiene que (esto lo usamos en el problema 3) 
 

1
0

n
k n k

l mn m l k m
k

n
F F F F

k
−

+ + −
=

 
=   

 
∑  

 
por lo que  
 

1
1 0 1 0 1 1 1

1 0 1 1 1 1 1
0

1 1 1
0 1

k k
l m m l k m m l m m l m l m l m

k
F F F F F F F F F F F F F F

k
− − −

+ + − + − + − − +
=

     
= = + = +          

     
∑  

 
1 1l m l m l mF F F F F+ − +∴ = + . 

 
Sea ( , )  |  y |d n m d n d m= ⇒ , entonces por el problema 3, |d nF F  y |d mF F ,  
por lo que es divisor común. Veamos que es el máximo. Sea d  divisor común de  y n mF F , ahora 
supongamos sin perdida de generalidad que m n>  entonces por el algoritmo de la división aplicado 
a  y a n m , m qn rF F +=  para algunas ,q r ∈  , entonces por la observación anterior 

1 1m qn r qn r qn rF F F F F F+ − += = + , entonces tendremos que 1 1| qn r qn rd F F F F− ++  pero como 
|   |n qnn qn F F⇒  y teníamos que | nd F  por lo que | qnd F  1| qn rd F F −⇒   entonces 1| qn rd F F+

  y 
como | qnd F  y por el problema 4 1( , ) 1qn qnF F + =  entonces | rd F . Con todo esto tendremos que 

|  y |m rd F d F  . Ahora, si nuevamente aplicamos el algoritmo de la división a m  y a r  llegaremos 
de la misma manera a que si 1 1m q r r= +  entonces 

1
| rd F  siguiendo de esta manera sabemos, por 

el algoritmo de la división, que terminaremos cuando ( , )ñr n m d= =  para algún ñ ∈   y 
tendremos que | dd F  por lo que dF  es máximo común divisor.  Por lo tanto, por todo lo anterior 
( , )n m dF F F= . 

∎ 
 
Problema 6. –  

 
 
Demostración: Tenemos que 3 2 13 4 12n n n nx x x x+ + += + −  n∀ ∈  , con 0 11,  27x x= = −  y  

2 1x = −  entonces 3 3 3 3
3 2 13 4 12n n n n

n n n nx z x z x z x z+ + + +
+ + += + −  por lo que llamando 

0( ) n
n nf z x z∞
== ∑  tendremos que 

 

3 3 3 3
3 2 1

0 0 0 0
3 4 12n n n n

n n n n
n n n n

x z x z x z x z
∞ ∞ ∞ ∞

+ + + +
+ + +

= = = =

= + −∑ ∑ ∑ ∑  

 

0 1 2
0 1 2

0
 n

n
n

x z x z x z x z
∞

=

⇒ − − −∑ 2 2 1 3
2 1

0 0 0
3 4 12n n n

n n n
n n n

z x z z x z z x z
∞ ∞ ∞

+ +
+ +

= = =

= + −∑ ∑ ∑  

0 1 2 0 3
0 1 03 [ ( ) ] 4 [ ( ) ] 12 ( )z f z x z x z z f z x z z f z= − − + − −  

 
2 2 3 ( ) 1 27 3 [ ( ) 1 27 ] 4 [ ( ) 1] 12 ( )f z z z z f z z z f z z f z⇒ − + + = − + + − −  
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2 2 2 2 3 ( ) 1 27 3 ( ) 3 81 4 ( ) 4 12 ( )f z z z zf z z z z f z z z f z⇒ − + + = − + + − −  
3 2 2 2 2 ( ) 3 ( ) 12 ( ) 4 ( ) 3 81 4 1 27f z zf z z f z z f z z z z z z⇒ − + − = − + − + − −  

3 2 2 ( )[1 3 12 4 ] 76 1 30f z z z z z z⇒ − + − = + −  
2

3 2
76 1 30 ( )

1 3 12 4
z zf z
z z z

+ −
⇒ =

− + −
 

 
ahora, notemos que 2 3 21 3 4 12 (1 3 )(1 4 ) (1 3 )(1 2 )(1 2 )z z z z z z z z− − + = − − = − − +  por lo que 
aplicando fracciones parciales  
 

2 2

3 2
76 1 30 76 1 30

(1 3 )(1 2 )(1 2 ) 1 3 1 2 1 21 3 12 4
z z z z A B C

z z z z z zz z z
+ − + −

= = + +
− − + − − +− + −

 

 
2 76 1 30 (1 2 )(1 2 ) (1 3 )(1 2 ) (1 3 )(1 2 )z z z z A z z B z z C⇒ + − = − + + − + + − −  

 
  Si 31

2 2
  5 (1 )(1 1)   5   5z B B B= ⇒ = − + ⇒ = − ⇒ = −  

  Si 31
2 2

  35 (1 )(1 1)   35 5   7z C C C= − ⇒ = + + ⇒ = ⇒ =  

  Si 5 5 51 2 2 1
3 9 3 3 9 3 3

  - (1 )(1 )   -   1z A A A= ⇒ = − + ⇒ = ⋅ ⇒ = −  
 
Por lo tanto 
 

2

3 2
76 1 30 1 5 7( )

1 3 1 2 1 21 3 12 4
z zf z

z z zz z z
+ −

= = − − +
− − +− + −

 

 
ahora recordando que 
 

0 0

1 1 y ( 1)
1 1

n n n

n n
z z

z z

∞ ∞

= =

= − =
− +∑ ∑  

 
tendremos que 
 

0 0 0

1 5 7( ) 3 5 2 7 ( 1) 2
1 3 1 2 1 2

n n n n n n n

n n n
f z z z z

z z z

∞ ∞ ∞

= = =

= − − + = − − + −
− − + ∑ ∑ ∑  

0 0 0 0
3 5 2 7( 1) 2 [ 3 5 2 7( 1) 2 ]n n n n n n n n n n n n

n n n n
z z z z

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

= − + − ⋅ + − = − − ⋅ + −∑ ∑ ∑ ∑  

 
por lo tanto, recordando que 0( ) n

n nf z x z∞
== ∑  tendremos que 

 
3 5 2 7( 1) 2n n n n

nx = − − ⋅ + −  
∎ 


