Universidad Nacional Auténoma de México

Facultad de Ciencias

ANALISIS COMBINATORIO
MATEMATICAS
TAREA EXAMEN 11

Por: Lorenzo Antonio Alvarado Cabrera

Problema 1. -
Pruebe que Z Fr=Fy2— 1

k=i

Demostracion: Por induccién sobre n. Para n =0 tenemos que 22:0 F,=F,=0=1-1=F, -1

por lo que se cumple. Supongamos que es valido para un n >0 entonces tendremos que ZZ:ll F,

n n n

=F +1+ZZ=1Fk;]F +1+Fn+2—1=F+3—1=F(n+1)+2—1 por tanto se cumple para n+1, por lo

que, por induccién matematica es cierto para todo n e N.
|

Problema 2. -
Pruebe que F, .\ F, _, — F? = (-1)".

Demostracion: Tenemos que la sucesion de Fibonacci cumple la relacion F, , =F  +F con

2 2

F, =0y F, =1, entonces considerando su polinomio asociado que es z° =z+1 < z°-z+1=0

5

una base para la relacion por lo que F = a@” +by" para algunos a,b € R, pero recordando los

T=y = %, y al ser @ # y tendremos que {¢":n e N} U{y" : n e N} forman

valores base tenemos

O=F0:a(p0+b\y0=a+b 0O=a+b = a=-b
=

1:F1:a(p1+b\y1:a(p+b\|/ L= ap+by = 1=-bo+by
= 1=b-90+vy) = b:L
V=0
por lo que
1 1 _(pn+\|]n (p’n,_w’n, (pn_\ljn
V-9 y-9¢ V-0 p-vy J5

usaremos esto para la demostracién. Desarrollando:
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n—1 n—1 n+1 n+1 n n 2
Fop g2 _|@ow " _ywrtl) (" -y
n—1" n+1 n \/g \/g \/3
:l‘_<¢)nfl_\Pnfl)(q)nle_\I;n+1)_(q)n_\Pn)2:|
5 L
=%' (q)Qn_ch—I\Pn+1_(Dn+1\Pn—l+1P2n)_(q)2n_2q)n\yn+\{,2n)j|
:%. _(Dn—l\Pn+1_(Dn+1lyn—1+2q)n\1_,n:|:%_(q)n—ll{,n—l)[lI,Q_q)Q+2(D\P:|

Por otro lado, tenemos que:
q)n 1\Pn 1 (q)q,)n 1 [@(1—@)]“71 _ [(I) —CDQ]n71 _ (_1)7%1
2 _ 2 2y 2 \/’ 2
e~V 420¥ = (P2 -20¥ + 02) = (¥ - D)2 = <(—/5)> =5

" F F_ _F?2 :é(—1)”—1(—5):(—1)”.

n—1" n+l n
|
Problema 3.
FPruebe que si n | m entonces F,, | F,.
Demostracién:
Suponiendo n,m > 0. En efecto, si n|m entonces m = kn para algin ke Z"* y
entonces por lo visto en clase sabemos que
kY i ph-i k) popk Jpk=i (k) i i
Fm = Fkn = z . FnFn—l Fj 0 nFn lF Z FnFn—l Fj = Z FnFn F
j=o0\J =Y
] da1<j< j kY i ph-i () pi k=i
por lo que paracada 1< j<n, F |F ' = F | ; FnFn_le = F | zll ; FnFn_le =F
J:
|

Problema 4. —

Pruebe que nimeros de Fibonacei consecutivos son coprimos.

Demostracion: Sea d =(F ,F ) = d|F yd|F , pero F ,=F +F  porloque al tener

n+1

que d|F yd|F, +F :>d|Fn_1.Conestotendremos que d|F, _,d|F yd|F,  entonces

d|F _F Fn2 que por el problema 2 implica que d |(-1)" = d =1. Por tanto (F ,F ,,)=1
, es decir, dos ntimeros de Fibonacci consecutivos son coprimos.
[

Problema 5. —
Ejercicio 5. Pruebe que si d es el mdzrimo comiin divisor de n y m entonces el mdrimo comiin
divisor de Fy, y Fy, es Fy.

Demostracién:
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Obs. —En clase vimos que dadas I,m,n € N se tiene que (esto lo usamos en el problema 3)

_ n—k
l+mn Z( J l+ka 1

por lo que

1
1
1- k 0 1-0 1- 1
Flom = Z[JF LN [O]FmF+OFm 1“{ ]F FigbFn o =0F,  + i, F
k=0

©F

l+m — %1

FE | +F

l+1F

Sea d =(n,m) = d|ny d|[m, entonces por el problema 3, F, |F y F,|F, ,
por lo que es divisor comin. Veamos que es el méximo. Sea d divisor comitn de F yF,_, ahora
supongamos sin perdida de generalidad que m > n entonces por el algoritmo de la divisién aplicado

a nyam, F_ = Fqn ., Dbara algunas g¢,reZ, entonces por la observacion anterior
=F . =F F _+F _F , en«ntonces tendremos que d | F +F _F. pero como
m qn+r qn”~ r— qn+1 qn 7 1 qn+1

nlgn = F | F,y temamos que d | F . por lo que d | F, =d|F _, entonces d | Foal,

an

como d | F,, v por el problema 4 (F ,F _.)=1 entonces d| F . Con todo esto tendremos que

qn’~ qn+1

d|F_yd|F, . Ahora, si nuevamente aplicamos el algoritmo de la division a m y a r llegaremos

de la misma manera a que si m = ¢;r +r, entonces d | F, siguiendo de esta manera sabemos, por
1

el algoritmo de la divisién, que terminaremos cuando r, =(n,m)=d para algin 7neN y

tendremos que d | F; por lo que F,; es maximo comun divisor. Por lo tanto, por todo lo anterior

(F,,F)=F,.

n’

Problema 6. —
Ejercicio 6. Halle la solucién de la relacion de recurrencia:

Ir, = 3.1'”_[ + J"i-u—z - 12"'”—:1

con condiciones iniciales rg = 1,101 = =27, 10 = —1.

Demostracion: Tenemos que z, 5 =3z, o +4z, ;—12z, VneN, con z,=1 2, =-27y

_ n+3 _ n+3 +3 _ n+3
zy=-1 entonces z 42 =3z, 9% +4z 12z =z por lo que llamando

n+lz

fz)=27"  z, 2" tendremos que

[e¢] o0 o0 [e¢]

n+3 _ n+3 n+3 _ n+3
2 T2 =3 T2 44D w02 S 12D
n=0 n=0 n=0 n=0

0

0 o0
n 0 _ n+2 2 n+1 3 n
= anz —ZyZ z —Ty2 —3sz +4z szlz —-12z anz

n=0 n= n=
= 32[ (z) - xozo - xlzl] +42%[f(2) - mozo] —1223f(2)

= f(2)-1+27z+ 2% = 32[f(2) — 1+ 272] + 42°[f(2) - 1] - 1223 f(2)
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= flz)-1+27z+ 22 = 32f(2)— 32 +812% + 4z2f(z)—4z2 —1223f(z)
= f(2)-32f(2) +12z3f(z) —422f(z) =-32+812% — 422 +1-272-2°
= f(z)1-32+122% —42%] = 762% +1- 302
762 +1-30z
1-32+122% — 427

= f(z) =

ahora, notemos que 1-3z—4z%+122% =(1-32)(1-42%)=(1-32)(1-22)(1+2z) por lo
aplicando fracciones parciales

7622 +1- 30z 7622 +1- 302 A B C

|—8,+12.° —4,2 (1-32)1-22)(1+22) 1-3z 1-2z 1+2z

= 7622 +1-30z = (1-22)(1+22)A+(1-32)(1+22)B +(1-32)(1-22)C

-Siz=% :5:(1—%)(“1)3 = 5=-B = B=-5
+Siz=-7 = 35:(1+g)(1+1)0 = 35=5C = C=7

eSiz=1 = 2=(1-2)1+2)4 = -2=1.34 = 4=1
3 9 3 3 9 33

Por lo tanto

762% +1-302 1 5 7
f(z) = 3 2 = - +
1-32+122° — 42 1-32 1-2z 1+2z
ahora recordando que
o0 o0
n 1 n_ n 1
z" = -1)"z" = ——
Z_: 1-=2 Y Z_:( ) 142
n=0 n=0
tendremos que
fe)m -2y T =—§, 3"z”—5i 2”z"+7i(—1)"2nz”
1-32 1-22 1+22 o o o

=D 372"+ Y 52" 4 Y (-2 " = D [-3" =527 +7(-1)"2" "
n=0 n=0 n=0 n=0

por lo tanto, recordando que f(z) =X, _,z, 2" tendremos que

z =-3"-5.2" +7(-1)"2"

n

que



