Universidad Nacional Autonoma de México
Facultad de Ciencias

Variable Compleja |

MATEMATICAS Examen 1
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22—21 _ Zl—Z

3 . Demuestras que estos

Problema 1. -~ Sean z,,2,4,25 € C tales que cumplen
Z3TF1 RT3

tres puntos determinan un tridngulo equildtero.

Demostracion: Primero veamos que 3 complejos que cumplan esta igualdad son distintos entre

si y no son colineales.

1) Son distintos entre si. Como se cumplen la igualdad tendremos que z5 —2; #0 y 2o =24 # 0

& 25 # 2, Y 2y # 25. Ahora, si suponemos que z, = z; tendremos que

Zo—2, 24, —Z Zo—2 Zo—2
2 1_" 3 P 2 2 _ 72 3 = 0=1I
Zg—2) 29 =24 Zg=Zy 29— Zg

por lo que 2, #z; .. todos son distintos entre si.

2) No son colineales. Supongamos que z, =71z, y 2z, = sz; con 7,5 € R~ {1} (pues ya vimos que

no son iguales), entonces por hip6tesis

Zo— % 2y =2 -1 1-
9 =2 174 L A AT z(s-1) _ 2 (1=7)
Zg =2 Zy—1Zg TZy =2 8z —T% zy(r=1)  z/(s-1)
s—1 1-r 2
= = < (s=1)(s—r)=—(r-1)

como r # 1 tendremos que —(r — 1)? <0 por lo que (s—1)(s—7) <0 y tendremos dos casos:
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eSis—1<0ys—r>0 = s<lys>r = r<s<l = r—l<s—1<0yent0nces%>0

, ademds teniendo que 0 < s—r <1-r = 1= >0 !l y aqui llegamos a un absurdo, pues como

=T

s—‘l =11 estarfamos diciendo que un negativo es igual a un positivo.
r— S—=r

eSi s—1>0y s—r <0 siguiendo un procedimiento similar llegamos a lo mismo.
". no son colineales.

3) Veamos que efectivamente forman un triangulo equilétero.
Obs.—Notemos que z,,2,,25 € C cumplen la ecuacion si y solo si 0,2y —z,23-2,€C la

cumplen. En efecto, si z{,24,25 € C cumplen la ecuacion entonces

- (zQ—zl)—O=O—(z1—z3)
Z3=2) 29— Zg (23 =21)=0  0—(2y—23)

por lo que 0,2, — 2,25 —2; € C cumplen la ecuacion.

Esto me dice que es lo mismo trabajar con los complejos dados a trabajar con los complejos

desplazados al origen, con ello vasta probar que dados z,w € C tales que cumplen A — ,
W oz-—w

estos forman un triangulo equilatero con el origen.

—w

z
En efecto, como = = :
W z-—w

w*Jw? - 4(1) (w?)

2

= 2iz-w)=-w’ = P-w+w?=0 = z=

_wi\/—3w2 :Zwii\/gw—(l—kz‘ﬁ)w
2 27 2

- 2

Asi, tendremos que |z - 0| = |z| = ‘(é + z%)w‘ = %J_r z@“uﬂ =1 |w| = |w| = |w - 0| , entonces la
distancia de z a 0 es la misma que de w a 0, y por ultimo la distancia de z a w es: |z — w| =
‘(% + z%)w - w‘ = ‘(—% + zé)w‘ = ‘—% + z@“uﬂ =1- |w| = |w| = |z| .. todos los lados son iguales, por

7 Esto es pues dado w=re™® y —3=3¢" = —3uw? =3, por lo que \/—3w2 = \/3r26<“+29)i

:\/glr.e(n/zw)nnki con k=0,1 .. /_3w2 :\/g.reeien/%enki :Jﬂ.\/gw.
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lo que forman un tridngulo equildtero con el origen .. si z,,z,,75 € Cson tales que cumplen

Zo — 2 zZ1—Z
2 71 _"1 "3 TFgtos tres puntos determinan un tridngulo equildtero. m
F3 T *2T %3

Problema 2. — Calcule las raices cubicas de —(—4\/§+4i).

Demostracion: Primero simplificaremos la expresién.

Tenemos que z = —(—4\/5 +47) = —(—4\/5 —47) =43 +4i = 8(? + %z) , entonces expresando esto

/67 , .
en forma polar tenemos que z = 8e /6i v de esta manera tendremos que las raices cubicas son:

_ 3 n s 2miky _ n s 2mik —
zk—\/gexp(G'ngr—g ) 2exp(182+ 5 ) con k=0,1,2

zy =2 exp(% 7)

s 21 13n
= 7z, =2exp(Ei+=E) = 2exp(=2Lg
| = 2exp( i+ 21) = 2exp(13L )
7, = 2exp(Li +48) = 2 exp(22E )
2 18 3 18
Problema 3. - Sean z,..,z, € C. Demuestre que |zl+---+zn =|z1|+---+ z,| sty solo si

arg(zj) = arg(z,) para cualesquiera j# i€ {17,,,771} .

Demostracion:

<|Supongamos que arg(zj) = arg(z,) para cualesquiera j # i € {1,...,n} . Entonces como tienen
el mismo éngulo, serén colineales sobre el mismo rayo, es decir, existen 7, > 0 tales que z; = 7,2,

Vi>2, con lo que

|z1 +z2---+zn| =|z1 +z2---+7"nz1| =|z1(1+7'2 +---+7"n)| = |z1||1+r2 +---+rn|

B A e A E A R

=[] [l -+

¥ Esto pues 2| = ‘8(% + %z)

_gl¥3 1.
—8‘2+21

8-1/2 1 ) T
=8-1=8 arg(z) = arctan =arctan| —= | = —, esto pues el numero
y erg(2) (8-\/5/2) («/3 6 P

complejo estéd en el primer cuadrante.
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—| Por induccién sobre n .
e Lo probaremos para n = 2. Por la desigualdad del triangulo sabemos qué

|z + w| < |z| + |w| Vz,w e C y que la igualdad se cumple si y solo si |zw| = Re(zw) (esto se obtiene

de la propia demostracion), entonces tenemos que la parte real de un numero complejo es
exactamente su modulo, esto es posible si y solo si es un nimero real®, por lo que 2w e R <
arg(zw) =0 < arg(z)+arg(w) =0 < arg(z)—arg(w) =0 < arg(z) =arg(w).

Entonces si se tiene que |z1 + 22| = |z1| + |22| esto es si y solo si arg(z;) = arg(z,) .

e Ahora supongamos que se cumple para alguna k>2, es decir, supongamos que si

Zyte Zk| = |zl| et |Zk| entonces arg(zj) = arg(z,) para cualesquiera j # i,y probaremos que

se cumple para k+1.

En efecto, supongamos que |z1 +otzy +Zk+1| = |z1|+ "'+|Zk|+|zk+1|' Llamemos w =z, +++-+ 2,

Yy z =2, entonces tendremos que |w| < |z1| 4+ |zk|, asi por hipotesis

|w + Zk+1| = |zl|+ ---+|zk|+|zk+1| > |w|+|zk+1|

= |w + zk+1| > |w| +|Zk+1|

Pero en esta ultima no puede pasar que |w +2; +1| > |w| + |zk +1| pues contradice a la desigualdad

del tridngulo = ‘w + Zk+1‘ = ‘w‘ + |Zk+1|7 asi:

oy gl = o ] = [+

S I S P

Y por hipétesis de induccién se tendra que arg(zj) =arg(z;) Vi# j#k+1. Con esto tenemos

que los argumentos de los z; son todos iguales con j = k+1.

PD arg(z,,,) = arg(z)

Por lo anterior sabemos qué |w +2; +1| = |w| + |z 1 +1| y por la base de induccién esto es cierto siy

solo si arg(w) = arg(z,;_,), pero como todos los z; son colineales con j# k+1 se tendra que

arg(w) = arg(z;) .. arg(z;,,) = arg(z,)

arg(zj) =arg(z;) Vizje {1,..,k + 1}. Quedando demostrado. m

£ Si sucede que Re(z) = l| = Re?(z) = Re?(2) +Im?(2) = Im(z)=0, la otra implicacién es trivial.
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Problema 4. — Pruebe que la funcion z — 1/z actia en la esfera de Riemann S? como una
rotacion de n radianes alrededor del eje x. Concluya que z — 1/z preserva la familia de circulos

y rectas de C.

Demostracion:
1)Sea zeC.

eSi z =0, tendremos que n(z) = (0,0,-1), ademés tendremos que + = y entonces
z

n(e0) = (0,0,1) con lo que efectivamente, tenemos una rotacién de n radianes sobre el eje x.

eSi z # 0. Entonces sabemos que su proyecciéon sobre la esfera de Riemann es

1

n(z) = (2Re(2), 21m(z),|z|2 -

|z| +1

asi tendremos que la proyeccion sobre la esfera de Riemann de 1/ Z es

r(L) = ———(@Re(L), 2m(}),

‘ |1/z|2 +1 ¢

2
1) = —(ZRe(e), ~ZIm(z), L-1)
: 1/, +1 14 ¥

2
_ 1
(2 pege), 2 (), 2y -
|| +1 I 2l 12 l]” +1

(2Re(z),~2Tm(2), ~ [|* ~ 1))

Entonces si denotamos n(z) = (a,b,c) tendremos

que n(L) = (a,~b,—c), con lo cual tenemos una
z

reflexion sobre el eje x y el eje z, que se traduce

en una rotacién en un angulo de © radianes sobre

la esfera de Riemann, pues si tomamos el plano

: () P= {(a, T,Y): T,y € R} se tendra
\ que el angulo de rotaciéon del

T punto (a,b,c) al punto (a,—b,—c)
2 es m radianes

2) Ahora veamos que preserva circulos y rectas de C.

Tenemos que la ecuacién general de una recta/circunferencia viene dada por

Tenemos que Re(l) =Re(—) =
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C: Az +FEz+FEz+D=0% ADeR A EcC

Siendo una circunferencia si A # 0 y a una recta si A =0. Ademds, notemos que

A0+ F0+E0+D=0 < D=0

lo que nos dice que 0 e C < D =0.
Con esto mencionado tendremos dos casos:

eSi 0¢ C. (Entonces D #0)

Demostraremos que si z € C' entonces L estd en:
z

C: Dww+Ew+Ew+A=0"

En efecto, tenemos que

+EL)+A=D1
z z

DL+ E +ELl+FLliAa=pDlli g~ 4t F = 4+ 4
z 'z zZz

ISEIE
R |
IS
w [=

:l%[D+EZ'<§Z>+Ez'(f)+Azz]:l%[D+Ez+Ez+Azz] = L11[0]=0
z z

L e ¢ por lo que la recta/circunferencia C' va a dar a la circunferencia C' bajo la funcién
z

z = 1/ z. (Esto pues si A=0 se seguira teniendo que C es circunferencia)

eSi 0eC. (Entonces D=0)
1

Demostraremos que si ze C: Azz + Ez+ FEz =0 entonces 1 ,z# 0 esta en:
z
C: Ew+Ew+A=0°

En efecto, tenemos que

“ Esto se justifica al final del documento (anexo 1).
™ (anexo 2)
9 (anexo 3)
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leC para z #0, y como lim L - se tiene que cuando z crece el punto en la recta se va
z z2—0 %

al infinito, .. por lo que la recta/circunferencia C' va a dar a la recta C' bajo la funcién z — 1/ z

. (Esto pues si A=0 seguiremos teniendo que C es recta)

- la funcién z — L preserva las rectas y circunferencias de C. m
z

Problema 5. — Pruebe que las trasformaciones de Mdobius son composicion de algunas de las

siguientes funciones: rotaciones, homotecias, traslaciones y z — L. Concluya mostrando que
z

las transformaciones de Mdébius preservan a la familia de circulos y rectas.

Demostracion: Sean a,b,c,d € C tales que ad —bc # 0 y sea la transformacion de M6bius
T:C - C dada por:

a/c Siz =00
T(z)=4 o siz= —d/c

az+b en otro caso
cz+d

Primero recordemos que para el plano complejo extendido tenemos que w+ o0 =0, w-00 =0,

Z = z =
o0 0y 0 -
1) Tendremos dos casos:

eSi ¢ =0 entonces d # 0 pues si pasara que d =0 = ad =0 = bc!! cosa que por hip6tesis no

o0 1 —
.z sy s ’ S1 2 = O
pasa. Con esto la transformacion de Mobius serd T'(z) =

a b
=ZzZ+ = .0.
P P €.0.C

Entonces sean T(z) = %z y Ty(z) =2 +% PDT =T,°T,.

Tenemos que estas trasformaciones son funciones de C a C, por lo que su composiciéon va de
Ca C, entonces solo vasta probar que T, 0T, y T tienen la misma regla de correspondencia,

es decir, T(z) = (T, o T})(2) Vz € C.

En efecto, sea zeC.
@Siz=oo:T1(oo)=%oo=oo = (TQOTI)(OO)=OO+%=OO=T(OO):> 5 (T oTy)(0) = T(e0) .

@Siziszl(z):%z = (T20T1)(z)=%z+%:T(z): S (Ty o T)) () = T(e0) .
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. VzeC (T, oT))(2) =T(z) .. son iguales. Asi la transformacién de Mobius es composicién

de una traslacién (7,(z) ) con una homotecia (T}(z) ).

eSi c#0, sean Tl(z):z+1, T2(z):l, Ty(z) = be—ad
&

a
z, T (2)=2z+—
02 9 4() ¢

PDT =T, oTy0T,oT).
Tenemos que cada una de estas trasformaciones son funciones de C a C, por lo que su
composicion va de Ca C, entonces solo vasta probar que T o Ty 0T, 0T, y T tienen la misma

regla de correspondencia, es decir, T(z) = (T, 0Ty o T, o T|)(2) Vz € C.

En efecto, sea z € C.

_bc—ad'

; — _ _ -1 _ —
o Si z—oo:>T1(00)—00+z—°0 = (T2°T1)(°0)—;—0 = (T3 oTyoT))(w) .2 0=0
S (T, 0Ty o Ty o T)(0) =042 =2 = T(ar) .. (T, T, T, oT})(e0) = T(e).
0S8 z=-2=T(-YH=-=L1d_-0 = (T,oT) (%) =L=0 = (T,0T oT)(ﬁ):bc_“d.oo
c e c ¢ 2 e 0 3 2 e 62
=0 = (TyjoTyoTyol})(t)=0+b=w=T(-1) . (TjoTyoT,oT))(-%)=T(-1).
] —i = i o :L: ¢ o o a =
OSi z# PRk Entonces T(z) it = (T, oTy)(2) T T v = (Ty0T, Tl)(c)
_ _ _ _ 2
be Zad' ¢ _ bQC ad = (T, 0T, T, o T,)(z) = b2c ad +2=c[bc ad]2+a[c z+cd)
c cz+d 24 cd c“z+ed € ez + cd]
_c[bc—ad]+ca[cz+d}_[bc—ad]+a[cz+d]_bc—ad+acz+ad_bc+acz_b+az_T(Z)
ez + cd] (%2 + cd] 2z +cd 2zted cztd
(T oTyoTyoT))(2) =T(2)
. VzeC (TyoTyoT,oT))(2)=T(z) .. son iguales. Asi la transformacion de Mobius es

composicién de traslaciones u rotaciones (7T)(z), T,(z)), homotecias (T5(z)) y la inversion (

2) Ahora veamos que preserva rectas y circunferencias.

Vasta demostrar que las traslaciones, homotecias e inversiones preservan las rectas y
circunferencias.

e L(z)=z+w con weC.
Esto es claro, ya que al trasladar todos los puntos de una circunferencia o una recta esta sigue

siendo una circunferencia u una recta. Vedmoslo en R? ,con z=a+t A w=c+id.
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Supongamos que z:=(a,b) estdn sobre la circunferencia (z—h)? +(y—k)?> =2, entonces
tendremos que el punto z+w:=(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d) esta sobre la circunferencia
(z—h—-c)?+(@y—k-d)? =r?, en efecto, pues (a+c—h—-c)? +(b+d—k-d)? =(@-h)*+0b-k)?

=r2. Por lo que la traslacion preserva a la circunferencia.

Igualmente, Supongamos que z :=(a,b) estan sobre la recta y =mz +e, entonces tendremos
que el punto z+w = (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b + d) esta sobre la recta y = mz +d +e—mc, en efecto,
pues mla+c]|+d+e—mc=ma+mc+d+e—mc=ma+e+d=b+d. Por lo que la traslacién

preserva a la recta.

o L(z)=w-z con weC.
Si w=0, no se cumple, pues todo converge el 0, entonces supongamos w=0 y sea
C: Azz+Ez+Ez+ D=0 una recta/circunferencia, entonces si z e C tendremos que w-z

: .~ A _ E E_
pertenece a la recta/circunferencia C' : o Z Azt — T D=0".
wow
ol

_ L ) ~ ~
En efecto, %(w'z)(w-z)+£w-z+gw-z+D=i|w| Z+Ez+FEz+D=A2Zz+Ez+FEz+D
w

w v Jul”

=0, por lo que la transformacion preserva a las rectas y circulos.

-1
o I(z) = .
En el problema 4 demostramos que las preserva.

Con esto finalmente podemos concluir:

©Si ¢ =0 tenemos que T(z) = %z +% es una composicién de una traslacién y una homotecia*.

Entonces si C' es una recta/circunferencia se tendra que 7;(C) es recta/circunferencia por lo

que Ty(T,(C)) = T(C) recta/circunferencia. . T preserva las rectas y circunferencias.
©Si ¢ #0. Sea C una recta/circunferencia. Tendremos dos subcasos:

®Si —-Le(C, entonces tendremos que T,(C) es una recta/circunferencia y es tal que
c

T

L (= 5) =0 e T,(C), entonces por el problema 4 se tendra que T,(7;(C)) es una recta. Entonces

_bc—ad

c

como Ty(2)

z es homotecia” = T4(T,(T;(C))) es recta. Finalmente, como

" (anexo 3)
* Es no trivial pues se tiene que a/d #0,puessi a=0 = ad=0=bc cosa que no puede pasar.

Pues c#0.
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T,(2)==z +% es traslacion = T, (T4(T,(T;(C)))) es recta.

®8Si —£ ¢ . Como Ty(2) = 2 +i es traslacion = T,(C) es recta/circulo. Como T,(z) = 1 es
Cc C VA

inversion = T,(T;(C)) es recta/circulo. Como Ty(2) = bc_adz es homotecia”
2

= T4(T,(Ty(C))) es recta/circulo. Finalmente, como T,(z)= z+% es traslacién

= T,(T4(T,(Ty(C)))) es recta/circulo.

. la transformacién de Mobius preserva rectas y circunferencias m

Problema 6. — Sea B = {z eC:1< |z| <e? A —g <arg(z) < %} . Describa a las imdgenes de B

bajo todas las ramas del logaritmo. Después interprete geométricamente la conformalidad de
las ramas del logaritmo en su dominio de analiticidad, usando circulos concéntricos al origen
y semirrectas por el origen.

Solucién: Sea log la rama del logaritmo con argumentos en [y,y, +27) .
1)Con lo que si ze B, tendremos que log(z) = Inlz|+ (0 + 2kym) con k; tal que O+ 2k)n
€ [yg,yy +2m).
Dado que z2e B = 1< |z| <e? A —§< 9<§ = In(l)< ln|z| <Ine? A —§+2k07'c < 9+2k0n

<£+2k0n = 0<1n|z|<2 A —£+2k0n<6+2k0n<£+2k0n
2 2 2

log(B) = {w e C:0 < Re(w) <2, —§+ 2kyn < arg(w) < §+ 2k0ﬂ:}

%4—21.‘43#

log(z)
log(B)

v

—%4— g

F Como —% ¢ C' tendremos que T)(2) 20 y entonces T,(7}(z)) # o

“Notemos que por hipétesis del problema bc—ad #0 y como ¢#0y ¢ # o tendremos que b

10
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2) Ahora, sabemos que log es analitica en C\ Bu y que ademas log(z) =0 < z=1. Por lo que
J0
por un teorema visto en clase tendremos que log es conforme en C\ (By u{1}).
0

Para comprobarlo geométricamente veamos que se cumple con circunferencias centradas en el
origen y semi-rectas por el origen.

Consideremos la circunferencia centrada en el origen D, = {rew ca €0, 275)} , 7>0 y la semi-

recta Ly :{teie :,66[0,275),7,‘20} donde 6#y, (pues log no es analitica ahf). Ademads,

descartamos el caso en que r =1y 0 =0, pues en este caso se tendra la circunferencia unitaria
y la recta de los reales positivos, que se intersecaran en 1 donde la funcién no es conforme.

Por dltimo, notemos que la interseccién con la circunferencia depende Unicamente del angulo

de la semi-recta, por lo que podemos suponer spdg que 6 e (0,7), pues los deméas angulos seran
analogos. Igualmente, como 8 € (0,7) solo tendremos la interseccién con la parte superior de la

circunferencia, asi que spdg podemos considerarla.

Con todo esto sean la circunferencia y la semi-recta: D, :{rem :oce((),rc)},r>0 y

Ly = {teie 10 # yg,t 2 0} ,0€(0,m). Y entonces las dos curvas se intersecan en un angulo

ortogonal.

Analicemos sus imagenes bajo el logaritmo.
eSea z e D, , entonces log(z) =Inr +i(a+2kn) con ke Z tal que o+ 2kn € (y,,y, +2m), con lo

que al variar o obtenemos una recta vertical que pasa por In(r).

o log(re®)
.« re'”
log(2) log(C,)

v

c,

T o e

n(r) |
eSea z € L,, entonces log(z) =Int+4(0+2kn) con ke Z tal que 0+ 2kr € (y,,y, +2n), con lo
0 0’70

que al variar r obtenemos una recta horizontal que pasa por (0 + 2km).

Yo + 27

Lg P et log(Ly)

, log(z
s / g(é) loq(t&fa)
: 10 + 2km) :

v

11
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Con lo que efectivamente, obtenemos que las dos nuevas curvas forman un angulo ortogonal
entre si. m

Problema 7. — Describa a las imdgenes de rectas verticales y segmentos horizontales de la
funcion z — cos(z) en la franja vertical V = {z € C:0<Re(z) < Tc} . Diga en qué direccion se
recorren estas imdgenes si las rectas verticales las muevo de izquierda a derecha y los segmentos
horizontales se mueven de arriba a hacia abajo. Demuestre que z — cos(z) es conforme en

dicha franja e interprete geométricamente la conformalidad.

Solucién:
1) Veamos las imagenes de las rectas verticales y los segmentos horizontales.

Recordemos que para z € C
cos(z) = cos(z + iy) = cos(z) cos(iy) — sin(z) sin(iy) = cos(z) cosh(y) — i sin(z) sinh(y)

e Consideremos la recta vertical [ = {xo +iy:ye R} cV con =z,e€(0,m) fijo. Entonces
0

tendremos que z €l < z=z,+iy <
0

cos(z) = cos(z, +iy) = cos(z)) cosh(y) — isin(z) sinh(y)
Con esto veamos, que si z €[, entonces cos(z) pertenece a la hipérbola
0

2 2

P =dz+iy: z Y =1 Sixoig

‘o cos2(:p0) sing(xo)

Y pertenece a la recta
Py ={iy:yeR} sizg =7
OSi 7, = g En efecto, se tiene que
cos(z) = cos(g) cosh(y) —1¢ sin(g) sinh(y) = —i sinh(y)

cos(z) € P, /2

OSi 7, # g Se tendra que cos(z,) # 0 y como z, € (0,n) =sin(z,)# 0 con lo que Pxﬂ esta

bien definido. Ademads, se tiene que:

12
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[cos(z) cosh(y)]? ~ [—sin(z) sinh(y))?

= cosh?(y) —sinh%(y) = 1
2 .2
cos“(z) sin”(z)

cos(z) € P, . Con esto tendremos que cos(l, - {ﬂ}) cP
0

0 2 )

Solo tenemos esta contencion pues dependiendo de si z, sea menor o mayor a g la imagen de

la recta serd la parte izquierda o derecha de la hipérbola, pues como para z, € (0,Z) coseno es
2

T

positivo entonces cos(l, ) serd la parte derecha de la hipérbola y para z, e (E,TE> coseno es

:CU
negativo entonces cos(l, ) serd la parte izquierda de la hipérbola. Si consideramos
0

on = {xo +iy:ye R} U {n —Ty+iy:ye ]R} con 1, € (0,%) se tendra que cos(LxU) = on .

Analizando P, se tiene que es una hipérbola centrada en el origen donde la excentricidad
0

vendra dada por”

cos2($0) + sinQ(xO) 1 1
e = = =
0082(370) 0082(1130) |COS(5U0)|

Con todo esto tendremos que mover las rectas verticales de izquierda a derecha se traduce en

incrementar a r, con lo que tendremos una diminucion de la excentricidad con z, € (g,n) y

un aumento en z;, € (0, g) , que geométricamente se traduce en que hipérbola se hard mas abierta

u cerrada.

log(2)

v

mi2  -mi4 0 nia  wlz |famia smi4 3w

o

242
P Dada la hipérbola 1:2/(12 - y2/b2 =1 la excentricidad es & = ,|% b .

a2

13
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e Consideremos el segmento horizontal ly = {z +iy, :z € (0, n)} cV con y, eR. Entonces
0

tendremos que z € ly S z=Ttiy, ©
0

cos(2) = cos(z + 1y, ) = cos(z) cosh(y,) — i sin(z)sinh(y,)
Con esto veamos, que si z ly , entonces cos(z) pertenece a la elipse
0

2 2

E =lz+iy: x2 + y2 =1psiy,#0
Yo cosh”(y,) sinh”(y,)

Y pertenece al segmento
E, ={x:xe (—1,1)} si y, =0
OSi y, =0. En efecto, se tiene que
cos(z) = cos(z) cosh(0) — i sin(z) sinh(0) = cos(z)
Y como 7 €(0,n) = cos(z) e (-1,1) . cos(z) € E.

©Si y, #0. Se tendra que sinh(y,)#0 y cosh(y,)# 0 con lo que Ey estd bien definido.
0

Ademads, se tiene que:

[cos(x) cosh(yo)]2 . [—sin(z) sinh(yo)]2
CoshQ(yO) sinhQ(yO)

= cos?(z) +sin’(z) = 1

cos(z) € E, . Con esto tendremos que cos(ly -{0}) < E, . Solo tenemos esta contencién

0 0 0
pues dependiendo de si y, sea menor o mayor a 0 la imagen del segmento sera la parte
superior o inferior de la elipse, pues como para y,>0 sinh es positivo entonces

—sin(z)sinh(y,) es negativo = cos(ly ) serd la parte inferior de la elipse y para y, <0 sinh
0

es negativo entonces —sin(z)sinh(y,) es positivo = cos(ly ) serd la parte superior de la elipse
0

Si consideramos L, = {x +iyy :z € (0, Tc)} U {:c =iy, z € (0, n)} con y,>0 se tendrd que
0

cos(L )=FE

Yo Yo

14



Lorenzo Antonio Alvarado Cabrera Examen 1

Analizando Ey se tiene que es una elipse centrada en el origen, con eje mayor sobre el eje
0

real (pues cosh(z,) > sinh(z) ), donde la excentricidad vendrd dada por”

coshQ(yO) - sinhz(y[)) 1 1

cosh? (Y,) cosh? ) cosh(y,)

Con todo esto tendremos que mover los segmentos horizontales de arriba hacia abajo se
traduce en disminuir a y, con lo que tendremos un aumento de la excentricidad con y, >0

y una disminucién con y, <0, que geométricamente se traduce en que elipse se hard mas

abierta u cerrada.

l'!/u

log(Z) cos(x)

]
I
:
}
g ! cos(ly,) i
I
}
I
]

mi4 -T =3/

-mi2 -mi4 0

v —e—

v

w2 w40 w4 w2 3mi4 swid4 3T/

SR |,

Con todo esto podemos comprobar la conformalidad, solo veremos dos casos:

®8Si z) :g ¥ ¥y =0 tendremos que [ es la recta vertical que pasa por g y ly0 es el segmento

0

horizontal entre 0y m por lo que se cortan ortogonalmente, y efectivamente, tendremos que

cos(I )=P jy = {zy ‘ye R} y cos(lyo) =E,= {gg cz e (-1, 1)} que se intersecan ortogonalmente.

x“ T

®5Si z >§ ¥ ¥y >0 tendremos que [ una recta vertical y ly es
0 0

un segmento horizontal entre 0y n por lo que se cortan

ortogonalmente, y efectivamente, tendremos que cos(l, ) es la parte
0

izquierda de la hipérbola y cos(ly ) es la parte inferior de la elipse,
0

las cuales se intersecan ortogonalmente.

Los demés casos serdn similares. Comprobandose asi, la
conformalidad.

, 242
P Dada la hipérbola 1:2/112 +y2/b2 =1 con @ > b la excentricidad es €= |2 2b .
a

15
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Examen 1

Lema. - Sea f:U — C, U < C una regiéon. f cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann si y
solo si

o _ ;o

ox oy
Demostracion:

=] Supongamos que f cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann, entonces tenemos que

Of _Ou+iv) Ou .0v ov . 0u

( ou Ov i ﬁ
ox ox

=—+i— = ——f—=—i(—+—)=
0r OxC-ROy Oy oy Oy oy

<] Supongamos que o = —z'a—f, entonces

s oy

ar lax_am 631_@ 8_y
ou Ov ov ou

6u+ Ov_ﬁ:_ig_év_iﬁu

oz oy O oz oy
Quedando demostrado. m

Problema 8. — Demuestre que si f es una funcion entera y no constante, entonces la funcion
z = f(Z) no es holomorfa en ningin punto del plano.

Demostracion: Veamos que f(z) no cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Sea zeC, como f es entera y no constante se tendrd que existen ﬁ(z) o (z) y seran

or oy
distintas de cero". En efecto, tenemos que

O(z) _ o) OF) _ 3f(») Bw—iy) _Of(z) | _ Of(2)

ox or O or ox or ox
y
of(z) _0f(2) 0(z) _0f(2) olz—1iy) _0f(2) (1) = - of (2)
oy oy Oy oy oy oz oz
o + —iﬁ .. por el lema anterior no cumple C-R
ox oy

". no es holomorfa en ningiin punto.

V' Como f es holomorfa en C, cumple C-R y si pasara, por ejemplo gf =0, entonces por el lema anterior se
T

tendria que %f

=0 y entonces f serfa una funcién constante, lo cual supusimos que no pasaba.

16
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Problema 9. — Encuentre el dominio de analiticidad de las siguientes funciones, asi como su

derivada.

a) z = Jer -1 , donde la raiz cubica se define mediante la rama principal del logaritmo.

£5_7t)_

b) z —> log(\/;+2i), donde log denota la rama del logaritmo con argumentos en (2, 5

Demostracién:
3
a) z > Ve 1.
Como la raiz cubica se define mediante la rama principal del logaritmo, tendremos que sera

holomorfa en C\B__ = {z eCizate ™, t> 0} = {z eC:z#-t, t2 0} . Asi solo necesitamos

saber para cuales z € C se tiene que ¢ -1 C\ B__.

Sea zeCtgqe’-1eB = ¢"-1<0 = " <1 = "™ <1 = €% <1 entonces

e’ cos(y) +ie’ sin(y)] <1 < e’ cos(y) <1 A e®sin(y)=0.

ec’sin(y)=0 < sin(y)=0 < y=nk con keZ
e">0

ec’cos(y) <1 < cos(y)<e”, y esto se cumplird siempre que e ¥ >1 lo que significa que
e’>0

r<0.

Con lo anterior tenemos que z € C es tal que ¢ —1e B__ siy solo

si ze{x+z’nk:keZ nyO} (imagen)

De esta manera tendremos que como e —1 es entera, en particular

sera holomorfa en C\{x+ink ckeZyz< 0} y serd tal que para === ===

todo zeC\{x+ink:keZyx£O} = ez—lséBin y como la raiz

cubica es holomorfa en C\ B__ tendremos por la regla de la cadena que Je” —1 es holomorfa
en (C\{x+z’nk:keZy:p£0}.

Asi tomando z e C\ {a: +ink:keZyx< 0} se tendra por la regla de la cadena que di\/?’ e -1=

Z

z
e

(1)
33/(e* -1)2

_dr_ /3 _1
_dz(e 1) 3

b) z —> log(\/; +2i).

17
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Como la raiz cuadrada se define mediante la rama (g,%") del logaritmo, tendremos que sera
holomorfa en C\ B_n/2 ={zeC:z# te%i, t> 0} = {z eC:z#—it, t= 0} . Asi solo necesitamos

saber cudles z e (C\Bin/2 se tiene que \/;+2z' € (C\B_n/2 y de esta manera el logaritmo sea

diferenciable en estos puntos.

Sea ze(C\B_n/2 tal que \/;+2ieB_n/2 = 2z +2i=—it para alguna t>0 = \/gz—z't—%
=(=t-2)i = z=—(t+2)? y como t<0 = -(t+2)% <-4 . \/;+2ieB_n/2 = z2<—4

= z+iy <-4, entonces: y=0y z < —4.

Con lo anterior tenemos que z € C\ B—n/2 es tal que \/; +2i e B—n/z

siysolosi z e {a: cx < 4} (imagen)

De esta manera tendremos que como \/;+2z' es holomorfa en

C\B_, /o en particular sera holomorfa, en —it120
C\ (B_T[/2 U {z iz=x, ¢ < 4}) y serd tal que para todo

zeC\ (B_n/2 u{z cz=x, < 4}) = Nz +20 ¢ B_n/2 y como el logaritmo

es holomorfo en C\ B__ /2 tendremos por la regla de la cadena que log(\/; +27) es holomorfa

en ZGC\(B_TC/2U{z;z:x7 1;34})

Asi tomando ze(C\(B_n/2u{z;z=g;, xg4}) se tendrda por la regla de la cadena que

Llog(z +2i) = ——A—L(Ver20)= A1 -1 _ . m
dz 8 ) Jz+2i dz( ) Jer2i 20 2244z

Problema 10. — Demuestre que si una funcion g es holomorfa en un dominio D y su derivada

n-ésima se anula en todo punto, entonces la funcion es un polinomio de grado menor o igual a

n—1.

Demostracion: Por induccion sobre n.

Para n =1. Supongamos que g es holomorfa, tal que g(l)(z) =0 Vz. Como ¢ es holomorfa,
o

tendremos que gM(z) =2 (z)+i(z)=0 = %(z) =0=

= o (z) y por C-R tendremos que

or

entonces %(z) =0 :%(z) y g—“(z) =0= %(z) por lo que wu,v son constantes, y entonces

g(z) = a+1ib que es un polinomio de grado 0.

18
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Ahora supongamos que para k >1 se cumple, es decir, si g es holomorfa en D y tal que

g(k) =0 = g¢ es un polinomio de grado menor o igual a k-1.

Entonces sea g holomorfa en D tal que g(’”l) =0.

PD g es un polinomio de grado menor o igual a k.

(k+1)

obs. — Como existe g = g(’”) existe para toda r < k en particular existe ¢' y serd holomorfa

en D.

Por hipétesis sabemos qué g(]“l) =0 = (g')(k) =0 y como g¢' es holomorfa en D (por la obs)
tendremos una funciéon que se anula en su n-ésima derivada, de esta manera por la hipétesis de

induccién  g¢'(z) =a, 2" +--+ayz+a, con r<k-1, de esta manera se tendrd que

g(z) = aTz”l +---+alz2 +ayz+C, que es un polinomio de grado menor o igual a &, que es lo

que queriamos probar.

.. por induccién sobre n queda demostrado. m
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Anexos

1) Definicion circunferencia/recta en C

Tenemos que la ecuacién general de la recta/circunferencia en R? es

Alz?+y2)+Br+Cy+D=0, A, B,C,DeR

siendo una recta si y solo si A=0. Recordando las conversiones z =2 :%z+%2 y

Y= 22_—5 = —igz +1 %E , podemos obtener la forma compleja de la ecuacion:
1

A?+y)+Br+Cy+D=0 < AzE+B(lz+ Z)+C(— z—z+z§ Z)+D=0

N |~

o Az +L Bz+ BE—Z—Cz+le_+D 0 @Azz+[%Bz—i%Cz] [ Bz+z—0_]+D 0

@Az?+[%B—i%C]z+[5B+z CE+D=0 < AzZ+Ez+Ez+D=0 con E = 1B+z’%0

la formula general de la recta/circunferencia es C': A2z +Ez+Ez+D =0 con A,DeR y

E € C, siendo recta si y solosi A=0.

2) Si 0eC. (conlo que D#0) si zeC entonces + estd en: C: Dwiw+ FEw+ Ew+A =0
z

Yo quiero encontrar una recta/circunferencia tal que All EL+EL+A=0
z 4
o 1LA+EZ+Ez+A2Z]=0
z z

entonces si tomo A=D,E=FE y A=A obtengo que L1 1[D+Ez +Ez+A2Z]=0. Y esta es la
z Z

buscada.

3)SizeC: Az +Ez+Ez =0 entonces L+ ,2#0 esti en C: Ew+EwG+A=0
z
Yo quiero encontrar una recta/circunferencia tal que ALL+EL+EL =0
z Z z z
o 1LA+EZ+Ez+A]=0
z z

20
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entonces si tomo A=0,E=FEyA=A obtengo que 1L[EZ +Ez+A42Z]=0. Y esta es la
z Z

buscada.

4) Supongamos w#0 y sea C: A2z +Ez+Ez+D =0 una recta/circunferencia, entonces si

. 4 A _ E E_
z € C tendremos que w-z pertenece a la recta/circunferencia C : — % +—2+—2z+D=0.
w w
ol

Yo quiero encontrar una recta/circunferencia tal que A(w-z)(w-2)+E(w-2)+E(w-2)+A =0
2 _ = _ 2 _ = _
= A|w| 2zZ+EBw-z+Ew-Zz+A=0 ©A|w| 2Z+EBw-z+Bw-Z7+A=0

entonces si tomo A=-4 E=£ yA=D obtengo que AzZz+Ez+Ez+D=0.Y esta es la

ol

gl =

buscada.
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