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Problema 1. -
Vale (2.0) Determine si las siguientes afimaciones son verdaderas o falsas:
a) si 3 es real positivo, entonces Ln(3z) = Lnfd + Lnz, para todo z € C\ {0}
b) Todos los puntos sobre una rama son puntos de ramificacion (Branch-points).
c) Si f : B? = R? es diferenciable en sentido real, entonces f es derivable en sentido complejo.

a1 = - . o
d) Sea f, : C — C una sucesion de funciones complejas tal que » -, fu(z) converge a un
funcidn g. Si f, es continua para todo n € Z+ entonces g es continua.

Demostracién:

a) Verdadero.
Sea BeR" y ze C\{0}, sabemos que el argumento principal cumple que Arg(Bz)= Arg(z),

entonces
Ln(Bz) =In |Bz| + Arg(Bz) = ln|[3| || + Arg(z) = ln|[3| +1nlzl+ Arg(z) =Inp + Ln(z)
y como Arg(p) =0 se tendrd que LnP =1Inf con lo que se obtiene lo pedido.

b) Falso.
Esto es falso por la propia definicién de Branch-points, ya que un punto es de ramificacion si y
solo si pertenece a todos los cortes de rama. Por lo que es falso que cualquier punto en una
rama sea de ramificacion.

| |
c) Falso.

Tomemos f:R% - R? dada por f(z,y) = (z,—z) dicha funcién es diferenciable en el sentido

real, sin embargo, se tiene que u, =1 0= v, por lo que no cumple las ecuaciones de Cauchy-

Riemann por lo que no es diferenciable en sentido complejo
|
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d) Falso.

Problema 2. —

a) Seleccione la rama de f(z) = /z tal que Re(f(z)) < 0 para todo 2z € C\ {0} v determine
la regidn en la cual la funcién es analitica (holomorfa).

b) Determine el corte de rama de la funcién f(z) = v/'z2 — a?, a real positivo. La raiz cuadrada
corresponde a la rama principal. Determine la region en la cual la funcion es analitica
(holomorfa)

Demostracion:

a)Recordemos que en general, tomando la rama- o del argumento la funcién raiz viene dada
carg (2) . , . ,

por f(z)= \/m exp(i T“), con lo que la imagen de la raiz es precisamente aquellos ntimeros

complejos tales que % <arg(z) < %+n, siendo uno de los semiplanos definidos por la recta

l={zeC:arg(z) = %,% + 7} como se muestra en la figura.
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Ahora, yo quiero que Re(f(z)) <0 es decir, necesito que arg(f(z)) € [g,?), entonces nos basta

tomar o = g Con ello la funcién serd holomorfa en C-1, (los complejos excepto el corte de

rama).
|

2 2
b)Sea a € R, entonces f(z) = NENI \/|z2 _a?| eXp(i%) por lo que el corte de rama

serd donde Arg(z? —a?) es discontinua, siendo [ = {z e C : arg(z”> —a?) = —n}.
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Sea z e, entonces arg(z2 —a2) == 22-a?eR” yestalque 22 -a? <0

(esto pues necesariamente 22 e R, pues de no serlo no se

tendria que 22—a® eR” ya que a € R"), entonces tenemos
dos opciones, z € R o0 z € C, en el primer caso tendremos que

|z| < a y para el segundo como 22 € R la tinica posibilidad es
2 2
=-b

que z=14b con beR, esto pues =z y entonces | o [ | | T |

2

22 —a% <0. Con lo que el corte de rama serd -

l={zeC:2z=t v z=1b,con t € (-a,a) y beR}

entonces 22 < a2

ai

y justo la regién donde la funcién es analitica serd C—1.

Problema 3. —

Vale (1.5) Evalue en cada caso la integral compleja dada

dz Y . : L
i) —, ' circunferencia de centro en 1 y radio 3
J 40
]
' iz - . . .
f) —— donde ' es el rectangulo de vertices = - =%, z2=24+72 z -
J 2z =i
b

2 — ¢ vecorrido en sentido positivo,

A

) / Lnzdz donde ' viene parametrizada por (1) = €, —17 <t< g
ST

Demostracion:

sl i

| + 2i,

a)Notemos que -5¢intC, pues l-5— 4| = =52+ (-2 = J26 > 3, entonces la funcién

__1

T 245

f(2)

es analitica en intC con lo que, por el teorema de Cauchy J.C f(z)dz=0.

deformacion  tendremos

donde

b) Por la

Jo

yl(t)=z+2

el teorema de

B v[v 2% (z=i)° +J-v

1
con t €0,2n) pues la funciéon z —

que

dz

)

dz

2% (2—i)*

dz
2% (2—i)*

no=tt y |/

)
2

ezt

1
3

- es analitica
2% (z—1

en int(C) Nlext(y,)Vext(y,)] ya que 0,7 ¢ int(C) N [ext(y,) U ext(y,)] .

[1/(z=0)

2
z

. . d
Para la primera integral, tenemos que L 22(; 7
1

:J'Y

1

3
]dz y notemos que la funcién

es analitica en inty, con lo que por la formula integral de cauchy tendremos que
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| Wil g, [ L9 a:- 2% p0) = 2mi-[-—> ] = 6
y, =z v, (2-0) 1! (0_¢)4
; dz _ U/Z]
Para la segunda integral, tenemos que = dz y notemos que la funcién
v, 2 (2=i) v, (2=0)°

flz) = lz es analitica en inty, con lo que por la formula integral de cauchy tendremos que
z

W) FE) gy 2ME ) By By
J, iopte=] Lote =0 = i) =i Bl = 6

por lo tanto j 2 _

C zZ(Z_i)B

¢) Recordemos que f(z) = Lnz es analitica en C\I__,y ademds f'(z) = 1

z
para z € C\I__. Con ello dado que ' < C\I__ entonces la integral existe /
y 050

jc Lnzdz = f’;/t ?4 L(y(0))y'(£)dt

= -..37:/4 Ln(e®)iedt = zj ln|e”| + Arg(e)]edt t
~3n/4 3m/4 \

y como t € [—%" %} c (-m,m) se tiene que Arg(e™) = ¢, entonces
3m/4 /4 3m/4
Lnzdz = zj (1] +¢]edt = zj tedt = [e" (1 —it)]""
j —37:/4 37/4 €™ )]—?m/ 4

= eV (1 i(3n/4))] - il V1~ i(=31/4))] = 1" EVI (1~ i(3n/4))] - e PV V(1 - i(=3/4))]

(_T+T) i(3n/4)) —z(—T—\/_)1+Z(3n/4))—z 6+ﬁ)(l—z‘(3n/4))—z'(—L LQ)(l—z (3n/4))
=Z-2ﬂm[(—% %) (1-(3n/4))] = - [(—t)(—3ﬂ/4)+(L)(l)]

=
&

3n+4

R
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Problema 4. -
vale(1.5) Determine las relaciones entre las constantes a, b, ¢ para que la funcion

flz) = € cos(ay) + iE%sin(y 4+ b) + ¢

sea entera v use la derivada real para calcular la derivada compleja:

Demostracién: Tenemos que f(z) = f(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y) donde u(z,y) = e” cos(ay)+c y
v(z,y) = " sin(y +b). Para que la funcién sea entera tendria que ser diferenciable en todo C
(pues entonces serd analitica en cualquier punto). Sabemos que wy v son funciones R?

diferenciables entonces veamos si existen a,b,c € R tales que se cumplen las ecuaciones de

Cauchy-Riemann.

Necesitamos que u, = v, y u, =—v, entonces

e’ cos(ay) = e cos(y +b) N cos(ay) = cos(y + b)

—e” sin(ay)a = —[e” sin(y + b)] asin(ay) = sin(y +b)

notemos que cos(y +b) me representa una traslacién del coseno sobre la onda, con lo que su
amplitud siempre serd 1 y cos(ay) es un cambio de longitud de onda, con lo que la inica manera
en que cos(ay) = cos(y +b) es qué a = £1 pues asi la longitud de ambas seran iguales. Con ello

obtenemos que

cos(xy) = cos(y +b) - cos(y) = cos(y +b)
+sin(ty) = sin(y + b) sin(y) = sin(y + b)

esto ultimo pues seno es impar y coseno es par. Y como las funciones trigonométricas son
periddicas, se tiene que b = 2rnk, k € Z son solucion de este sistema. Por lo que las constantes
a,b y ¢ tales que f sea entera son a=+1,b=2nkyceR.

Y entonces dados a,b y ¢ de la manera anterior mencionada, se tendra que la derivada viene

dada por

f(z)=u, +iv, =e" cos(ay)+ie” sin(y +b)
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Problema 5. —
Vale (3.0) Sea P(r) polinomio con coeficientes reales cualquiera de grado m. Sea ¢){x) un
polinomio con coeficientes reales de grado n con n = m + 1 v tal que sus raices son no reales.
Demuestre que:

a)

[P, . [P)
_f_mdlr_*l]—]‘i!f?(ﬂdb

donde P y (2 son los polinomio extendidos a todo el plano complejo v S la curva cerrada
en sentido positivo formada por la semicircunferencia de radio B v el segmento de recta
sobre el eje real que va desde — i a . (Sugerencia: limite cuando R — oo de Py (R)/ Py R)
es cero siempre que el grado de P sea menor que el de Ps ).

b) Use el resultado anterior y la formula integral de Cauchy para calcular:

(s 4]

1
d
f.rl+1 *

—ioa

Demostracion:

a)Sean P(z)=a, 2" +--+a, y Q(z) =b,2" +---+b,. Consideremos C, la media circunferencia
de radio R que va desde R a -R y sea [, el segmento de recta en los numeros reales que va
desde -R a R entonces tendremos que Sp =Cp +1, orientada en sentido positivo. De esta

manera:

. P(z) — lim P(Z) . P(Z) .
dm o Gye= m UCR 204 201 }

P(2)
PD lim jc o dz=0.

R—>x )

En efecto sea zeCp, recordando la desigualdad del tridngulo generalizada y su anti

desigualdad se tiene que |cl|—---—|cn|§|cl+---+cn|£|c1|+---+|cn| V¢, € C con lo que
m
| z|:| +a0| ‘ L +a0‘ ‘amz ++---+a0‘
|Z|‘bz+ +b‘ ‘bz+ +b‘ |b0|

<\amzm\+...+|%|=|am||z| bt

Y TR

y como z € Cp se tendra que Il = R , entonces
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) 2
a1 by

con ello podemos demostrar lo que queremos. Por lo visto en clase se tiene que

J.CR %C&" : 1%1—I>noo IC

o, [ R+ |O|I el i la m|R T—

P(:)

Q(2)

R™ 4. | |
ol e,

|dz|£ lim
I

R—w

lim
R—®

R

< lim long(C
" R |b |R" |b | R |b |Rn |b |
B ) B 1 L
R—o0 |bn|R"—---—|b0| R—o0 |bn|R"—---—|b0|

y por resultados de calculo

R™! +---+|a0|R

|m|

lim =0 yaque n>m+1
R—o0 ‘bn‘Rn_'”_|b0|
por lo tanto, nmj P@) <o = tim _[ POyl 0 = 1im [ £@g 20,
R—w|C, Q(Z) R—w [JC Q(z) R—>xdC, Q(Z)

Con ello tendremos que

i @zzim wz Mz:irn wz:im RMZ
i L o z%»chR 0"l Q(Z)d} dm J, o = i g

quedando demostrado.

e )
b) Consideremos I dz por el inciso anterior dado que gmd(a:4 +1) >1 tendremos que

T +1

» 1 . 1

I dxr = lim dz
ozt 41 Ro09S, 24 41

y consideremos R >1 con lo que 2z, = exp(f i)y 2z = exp(%ﬂ 7)

pertenecen al interior de S, (puntos donde la funcién es

discontinua), y entonces por el teorema de la deformacion
tendremos que
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dz

J.s 41 dz=jy

dz+J.
Rz +1 Y

12 +1 22 +1

donde v, es la circunferencia de radio L v dentro en Zy ¥ Yo es la circunferencia de radio %

2

y dentro en z,. Para ambas integrales tenemos que 2 41=(2- 2))(2 = 2,)(2 = 24)(2 — 2,) donde

z) = exp(%i + gzk) raices de z* +1. Entonces para la primera integral

L g L ) 4, donde g(z) = !

1 24 + 1 1 zZ — 22 B (Z*Zl)(27Z3)(Zfz4)

y como g es analftica dentro y sobre y,, tenemos por la formula integral de cauchy que

j Mdz = 2mig(z,)
Y, 2= 2

y de manera analoga para la segunda integral

1 h(z) )
g [ g donde h(z) =
Iw A jv2z—zl @ donde hz) = T S

y como h es analitica dentro y sobre v, , tenemos por la formula integral de cauchy que

J. Mdz = 2mih(z)
Ty 2= 24
entonces
[ L 4 = 2milg(z,) + h(z,)] = 2ni] 1 . ! ]
S, Z4 11 2 1 (zy=2) (2, =2, )(2,=2,)  (2,-2,)(2,~2,)(2,~2,)
= 27 1 + 1 = i 1 + 1
TCZ[(ZZ -2, ) (2,42, )(2,+2,) (zl—zz)(z1+zl)(zl+z2)] Tm[(z2 -2 (2,+2,)22,  —(2,~2,)22 (z1+z2)]
= 9mi 1 _ 1 = 9mi Z17%
nl[(zz -2 )N (2,+2,)22,  (2,-2,)22, (z1+z2)] T”[(z2 2 )(2,+2,)22,2,
2ni i i
TCZ[(Z2 +z1)2z2z1] TCZ[\/EZ'QZQZI] 2\/52- [ z2z1] 2 [ (71)] \/5
: ro 1 dr = lim dz = lim —— =
—o gt 41 R>®dS, 24 41 Roo 2 2



