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MATEMATICAS
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Problema 1. -
vale(2.0) Determine si las signientes afimaciones son verdaderas o falsas:

a) Existe una funcién analitica e invertible f : C — I, con f(C) = . Es decir, es posible
deformar a C en el disco Il con una homeomorfismo que preserva dngulos.

b) La longitud hiperbolica de una rayvo que une al origen con un punto del disco I cuya
distancia euclidiana es r viene dada por:

110 1+7r
2 %17
¢) Sia € [0,27) and 2, € D entonces
wi 2= 20
o) = e i

es un automorfismo de I en si mismo. Esto es f es anaitica e invertible con f(D) =D

d) Sea {1 € C conjunto simplemente conexo v f: {2 — C analitica e invertible entonces (1)

es simplemente conexo en C.

Demostracion: Sea = >1 fijo.

(a) Falso.
Si f:C — D es analitica e invertible tal que f(C)= D entonces tendremos que f es entera y

acotada, pues Vz e C, | f(z)| <1 por lo que, por el Teorema de Liouville, f es contante, es decir,
f(z) =c para algin ¢ e C pero entonces f(C)={c}#D por lo que no puede existir dicha

funcién.
| |

(b) Verdadero.

(¢) Verdadero.



Variable II Tarea 10

ef:D—>D.

Si =0 = 2,=0 y  entonces  f(z)=e"z que  efectivamente VzeD,
|£(2) = eie,| = |eie|2] < 1 por lo que f(z) e D.

Siry#0
Sea z € D, tenemos que
i 277

c  ——
l—zoz

Z—Z“

2 2
|f(z)|= <1 |z—z0|s|1—20z| ©|z—zo| S|1—Eoz|

l—zUz

2 _ _ 2< _ _ 2112 2 2< 2112
& ‘z‘ —zzo—zz0+|z0| S1-Zpz—2y2 +|z0| ‘z‘ = ‘z‘ +|z0| _1+|z0| ‘z‘
2 2112 2 2 2 2 2
= —|z| z S1—|z| = [1—|z|]£1—|z| S 7] £1 & [71£1
0 0 0 0
por lo que f(z)e D.

e f es analitica en D.

. 0
Consideremos z, = e © con 0<r, <1y 0, €[0,2n), tenemos que:

Siry=0 = z,=0 yentonces f(z)= ¢’z es analitica.

Si T %0

Sea z=re® eD con 0<r<1 y 6 €][0,2n),, tenemos que

0 6-6

1-Zpz=0 © 1=z < 121”06_607"6 < l=nre” 0 < rpr=1y6-6,=0

e r=Lly0=90,
TO

pero entonces como 0<ry <1 = Ti >1 por lo que r >1 !!! pero esto no pasa, pues 0 <r <1
0

. Z—Z /.
por lo que el denominador de N —% no se anula en D, por lo que f es analitica en D .
2

0

. . 1 z—Zz 1 w—=z Z—Z w—=z
eEs inyectiva. Sean z,we D tal que f(z)=f(w) & *—L=¢%—L & —L=_—20
1-z,2 1-zw 1-z. 2 1-zw
< (2-2))A-Zyw) = (w=2,)(1-Zy2) © 2—2Z4w— 2, +2,ZpW = W — W2z — 2, + 2(Z(? =
- - T S B 1 B 2 4y _
ZH2gZ)W = wH 2202 S 20202 — 22w —(2—w) =0 < (2-w)[z,7,-1]=0 < (2-w)(r,”"-1)=0
, pero 1y <1 = r02 <1 . 7“02 —1#0 entonces z—w=0 < 2z =w. Por tanto, es inyectiva.
. e 0
e Eis suprayectiva. Sea 2z € D y veamos que w = e, S talque we D y f(w)==z.
z

Tenemos que

e %yt s » . > 2 .
‘w‘z <] o e 4z | <1427 o 67242z <[l+Z.e7%2
1+z,e "z 0 0 0 0

0
2 , 9 . » »
& e e ZazZO+elaEzo+‘zo‘ S1+zoemi+2oe 0y 4 Eoe Wy
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2 2 2 .. .
=N |z| +|z0| < 1+|z0z| & |z| <1 (ya lo hicimos arriba)

por tanto w e D. Ahora veamos que efectivamente f(w)=z:

e atz, _, e rtz,—z, (147,67 2)
e “rtz o 1+Ze "z 0 i 1+z ez
flw) = f(——L) ="* ———= =t —— =
I+ze "2 1-% e "2tz +z e 2=7,(e " 2+2,)
0 1+?Oe’mz 1+Zoe’“’z
—io =~ —io = -
_ it z+25—25(1+7Ze z)=eiae ZH20 =29 =297 2
— _—ia — /. _—ia — -l — _—ia -
L+Zpe "2 =Zy(e™ 2 +2() I+Zpe “z-Zge Tz—Zy2,
- = —io =
e 2 —ZaZne 2 N
_ i _0 0 = plOg—i0, _0 0 _
1-Zy2g 1-Zy2g

Por lo tanto, por todos los puntos anteriores f es un automorfismo de D en si mismo.

(d) Falso.

Problema 2. -

vale(2.0) Sea u : R* — R funcién armdémica (satisface la ecuacién de Laplace) en una region
acotada © € B? v continua en £). Demuestre que el maximo de u(x,y) en 11 se alcanza en la
fronteras de Q. (Hint: aplique el principio del modulo méximo a € con f funcidn analitica
conveniente. )

Demostracion: Consideremos g(z +iy) = u (z,y) — z‘uy(x, y) y veamos que es analitica.

En efecto, llamando 4 =u, y 7 = —u, tenemos que

uz = u.’L‘l‘ = —Uyy = ’Uy

uy = Uwy = U/yz = —Ux

por tanto cumple C — R y ademas al existir u tendremos que las funciones u y u,, son

zw Y Uy
continuas y derivables, por tanto ¢ es R? diferenciable, por lo que, g es analitica. Por tanto,
puedo definir la funcién por el teorema de cauchy existe una antiderivada f de ¢ dada por

f(z)= J.Z g(w)dw +u(zy,y,) =U+iV con z,€ Q.Y finalmente veamos que u =U. En efecto,
2'«0

tenemos que f'(z)=UZ—in=g(z)=u —4u_ por lo que Ux=uszy=u por lo que

z y y
U=u+C,pero, f(z,)=u(zy,y,) = Ulzy,y,) +iV(z,,y,) porlo que u(zy,y,) = U(z,,y,) entonces

U=u.

Asi sea h:Q — C dada por h(z)= /) funcién analitica (pues f lo es), entonces como Q es
regién acotada, tendremos por el principio del médulo méaximo lnl alcanza su méaximo en oQ,
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por lo que |h(z)| = |ef (z)| = eRel(2) = ¢u=¥) alcanza su méximo en Q) , pero como la exponencial

es creciente, entonces u(z,y) alcanza su méaximo en 0Q.
[ ]

Problema 3. -
vale(2.0) Sea f: ) — C analitica tal que |f(z)| < 1 para todo z € D' y f(0) = 0. Demuestre

a) [F0)] <1
b) La igualdad ocurre (|f(0)| = 1) si y solo si f es una rotacion.

Demostracién:

Problema 4. -
vale(2.0) Las tinicas funciones analiticas e invertibles del disco I) en si mismo

f:D> f(D)=D

que preservan el origen ( f(0) = () son rotaciones.

Demostracion: Como f es analitica e invertible y tal que f: D — D con f(0) =0 entonces
su inversa f~': D — D también es analitica e invertible y tal que f _1(0) =0, por tanto como
|f(z)| <ly |f_1(z)| <1 entonces por el Lema de Schwarz |f(z)| <l y |f_1(z)| <l:l vzeD, conlo

que de la segunda | 7 f(z))| < | f(z)| = < | f(z)|s l2| = | f(z)|= |2|, entonces nuevamente por

el lema de Schwarz f es una rotacién.
|
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Problema 5. —
vale(2.0) Sea r € (0. 1) fijo ¥ f(2) = 2% Demuestre
2r
dir (f(z0). f(z1)) < T rgdH(zﬂ-pzl}

para todo zg,21 € D(0,r) € C. Es decir, la funcién cuadratica es contractiva respecto a la
métrica hiperbolica.

Demostracién:




