
 Universidad Nacional Autónoma de México 
Facultad de Ciencias 

 

Variable Compleja II 
Tarea 10 

 
Por: Lorenzo Antonio Alvarado Cabrera y Francisco Javier Alvarado Cabrera 

______________________________________ 
 
 
Problema 1. –  

 
 
Demostración: Sea 1x >  fijo. 

( )a  Falso. 
Si :f D→  es analítica e invertible tal que ( )f D=  entonces tendremos que f  es entera y 
acotada, pues ,  ( ) 1z f z∀ ∈ ≤  por lo que, por el Teorema de Liouville, f  es contante, es decir, 
( )f z c=  para algún c ∈  pero entonces ( ) { }f c D= ≠   por lo que no puede existir dicha 

función. 
∎ 

( )b  Verdadero. 

 
 
( )c  Verdadero. 
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• :f D D→ . 
 Si 0 00  0r z= ⇒ =  y entonces ( ) if z e zα=  que efectivamente z D∀ ∈ , 

1( ) i if z ze z eα α= = <  por lo que ( )f z D∈ . 
 
 Si 0 0r ≠  
Sea z D∈ , tenemos que  
 

0 0
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z z z z
e z z z z z z z zf z

− −α
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= = ≤ ⇔ − ≤ − ⇔ − ≤ −  
2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 1z zz zz z z z z z z z⇔ − − + ≤ − − +  2 2 2 2
0 0 1z z z z⇔ + ≤ +  

2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 1   [1 ] 1   1  1z z z z z z z z z⇔ − ≤ − ⇔ − ≤ − ⇔ ≤ ⇔ ≤  

 
por lo que ( )f z D∈ . 
 
• f  es analítica en D . 
Consideremos 0

0 0z r eθ=  con 00 1r≤ <  y 0 [0,2 )θ ∈ π , tenemos que: 
 
 Si 0 00  0r z= ⇒ =  y entonces ( ) if z e zα=  es analítica. 
 
 Si 0 0r ≠  

Sea iz re Dθ= ∈  con 0 1r≤ <  y [0,2 )θ ∈ π ,, tenemos que  
 

0
0 0 01 0  1   1z z z z r e re−θ θ− = ⇔ = ⇔ = 0

0 0 0 1   1 y 0r re r rθ−θ⇔ = ⇔ = θ − θ =  

0

1
0  y 

r
r⇔ = θ = θ  

 
pero entonces como 

0

1
00 1   1

r
r< < ⇒ >  por lo que 1  !!!r >  pero esto no pasa, pues 0 1r≤ <  

por lo que el denominador de 0

01
z z

z z
−

−
 no se anula en D , por lo que f  es analítica en D . 

 

•Es inyectiva. Sean ,z w D∈  tal que 0 0 0 0

0 0 0 01 1 1 1
( ) ( )    z z w z z z w zi i

z z z w z z z w
f z f w e e− − − −α α

− − − −
= ⇔ = ⇔ =  

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ( )(1 ) ( )(1 )  z z z w w z z z z zz w z z z w w wz z z z z z⇔ − − = − − ⇔ − − + = − − +    ⇔
2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  ( ) 0  ( )[ 1] 0  ( )( 1) 0z z z w w z z z z z z z z w z w z w z z z w r+ = + ⇔ − − − = ⇔ − − = ⇔ − − =

, pero 2 2
0 0 01  1  1 0r r r< ⇒ < ∴ − ≠  entonces 0  z w z w− = ⇔ = . Por tanto, es inyectiva. 

 

•Es suprayectiva. Sea z D∈  y veamos que 0

01

i

i

e z z
z e z

w
− α

− α

+

+
=  es tal que w D∈  y ( )f w z= .  

Tenemos que 
 

0

0
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z e z

w e z z z e z e z z z e z
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− α
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+

= ≤ ⇔ + ≤ + ⇔ + ≤ +  

2 22
0 0 0 0 0 0 1i i i i i ie z e zz e zz z z e z z e z z e z− α − α α α − α − α⇔ + + + ≤ + + +  
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2 2 2
0 0 1   1z z z z z⇔ + ≤ + ⇔ ≤  (ya lo hicimos arriba) 

 
por tanto w D∈ . Ahora veamos que efectivamente ( )f w z= : 
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0 0 0 0 0 0 0
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0 0 0 0
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Por lo tanto, por todos los puntos anteriores f  es un automorfismo de D  en si mismo. 

∎ 
( )d  Falso. 

 
 
 
Problema 2. –  

 
 
Demostración: Consideremos ( ) ( , ) ( , )x yg x iy u x y iu x y+ = −  y veamos que es analítica. 

En efecto, llamando  y x yu u v u= = −   tenemos que 
 

x xx yy yu u u v= = − =   

y xy yx xu u u v= = = −   
 
por tanto cumple C R−  y además al existir  y xx yyu u  tendremos que las funciones  y x yu u  son 

continuas y derivables, por tanto g  es 2
  diferenciable, por lo que, g  es analítica. Por tanto, 

puedo definir la función por el teorema de cauchy existe una antiderivada f  de g  dada por 

0
0 0( ) ( ) ( , )

z

z
f z g w dw u x y U iV= + = +∫  con 0z ∈Ω . Y finalmente veamos que u U= . En efecto, 

tenemos que ( ) ( )x y x yf z U iU g z u iu′ = − = = −  por lo que  y x x y yU u U u= =  por lo que 
U u C= + , pero, 0 0 0 0 0 0 0( ) ( , ) ( , ) ( , )f z u x y U x y iV x y= = +  por lo que 0 0 0 0( , ) ( , )u x y U x y=  entonces 
U u= .  
 
Así sea :h Ω →   dada por ( )( ) f zh z e=  función analítica (pues f  lo es), entonces como Ω  es 
región acotada, tendremos por el principio del módulo máximo h  alcanza su máximo en ∂Ω , 
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por lo que ( ) Re( ( )) ( , )( ) f z f z u x yh z e e e= = =  alcanza su máximo en ∂Ω , pero como la exponencial 
es creciente, entonces ( , )u x y  alcanza su máximo en ∂Ω . 

∎ 
 
Problema 3. –  

 
 
Demostración:  

 

 
 
 
Problema 4. –  

 
 
Demostración: Como f  es analítica e invertible y tal que :f D D→  con (0) 0f =  entonces 

su inversa 1 :f D D− →  también es analítica e invertible y tal que 1(0) 0f − = , por tanto como 
1( ) 1 y ( ) 1f z f z−≤ ≤  entonces por el Lema de Schwarz 1( )  y ( )   f z z f z z z D−≤ ≤ ∀ ∈ , con lo 

que de la segunda 1( ( )) ( )   ( )   ( )f f z f z z f z z f z z− ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ = , entonces nuevamente por 
el lema de Schwarz f  es una rotación. 

∎ 
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Problema 5. –  

 
 
Demostración:  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


