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Problema 1. -
vale(3.0) Determine si las siguientes afimaciones son verdaderas o falsas:

Z = Iy-

a) 5i Res(f, z;) = 0 entonces z; es una singularidad removible en

bh) Sea R = () entonces

€—Hhi.h! fhl - E
/ ;
o
¢) Sean € ZT. Entonces
dz 1

z-a)z"-1) 1-a"

(=]

para todo a € C tal que |a| = 2. (usar teorema 2 marzo 14)

Demostracién:

a) Falso.

El contraejemplo es la funcion f(z) = 1 vista en el problema 4b) de la tarea anterior, donde

sin®(z

demostramos que Res(f,n) =0, sin embargo z = es polo de orden 2.

b) Verdadero.

Tenemos que e~Hsin() o5 simétrica respecto a la recta z = g, ya que sin(z) lo es, asi:

Jne—Rsin(t)dt _ ZJ'“/26—Rsin(t)dt
0 0



Variable II Tarea 3

ahora, notemos que sin(t) € [0,1] con ¢ € [0,%] con lo cual la recta %t esta por debajo de sin(t)

e, 2t<sin(t) = 2Bt <Rsin(t) = -2¢>-Rsin(t) = 0 <o7x vt e[0,2], por lo
T T T

que

sin(t)

0 0 0 9 R & 9
n 04 7t
™
=L o =T i o e
R R

ycomo R>0 = ¢ <0 = 1-¢% <1 por lo que J. e st < %[l—e‘R} <%

|
¢) Falso.
Sea ¢(z) = —L—— y notemos que sus singularidades son z = ¢, las raices n-ésimas de la

(z—a)(z"-1)
unidad y z = a. Ahora, sea y la circunferencia centrada en 0 y de radio |a| +1> |a| > 2, entonces
tendremos todas las singularidades de g se quedan contendidas en inty y ademas dado que no

hay ninguna singularidad en el 4drea entre ambas curvas, y sobre las curvas, por el teorema de
la deformacion se tiene que

J“z‘ZQ g(z)dz = IY g(2)dz

con ello dado que todas las singularidades de ¢ estdn en inty por el teorema 2 del dia 14 de

marzo tenemos

L 9(2)dz = Res(i2 g(%), 0)

z

veamos cual sera este residuo.

n+1 n-1
Desarrollando, %g(l) = % 1 = % = = = , y notemos que z=0 es

z z z (1/z—a)(1/z" -1) 2 (1-az)(1-2") B (1-az)(1-z")

una singularidad removible para ¢, en efecto:

n—1
lim L g(3) = limz—zgzO

por lo que Res(L g(%),O) =0 y asi J.‘ | 2g(z)dz =0.
=

4
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Problema 2. -
vale(1.0) Demuestre el teorema del residuo. (Use el teorema de Laurent)

Demostracion:

Teorema: Sea y una curva cerrada simple tal que f sea analitica en inty excepto en un

numero finito de puntos Zs--s %2, €1inty, entonces

L fe)dz =2miy " Res(f,z)

Vamos a probarlo.

Como f es analitica en inty excepto en z,...,z, podemos tomar

n
R p o
coronas C*(z;) para cada z, donde f serd analitica, entonces por

el Teorema de Laurent existird una expansién en serie de Laurent

alrededor de cada z; que converge normal y uniformemente y que

coincide con f en cada corona. Donde los coeficientes vendran dados

por

a®) = L _Jw) w) dw = a(_kl) = LJ. ‘ flw)dw

2ni =7

con 0 <7, <R, . Por otro lado como f es analitica en las circunferencias 0 < |z - zk| <r, y entre

estos y vy, entonces por el teorema de la deformacién

J.Y f(2)dz = ZZZI j f(2)dz =ZZ:1 2m’a(_k1) =2m’Z::1 Res(f, 2;)

<

‘Z—Z i

i

Problema 3. —
vale(2.0) Sean a,b € R tal que |a| = |b| = 0. Demuestre

Do

sin” @ I

————df = 5 (a— Va - I
[ a4+ beosd a0 B2 (a —Va b
0

(Sugerencia: considere o = a/b).

Demostracién: E1 problema tal como esta es incorrecto, pues se puede comprobar
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por métodos numéricos que si a <0y b <0 ambas expresiones no son iguales, aqui

daré el resultado correcto.
Sea z=¢" = dz =40, con 0 e [0,27] y notemos que entonces
cos(0) =L[z+1] y sin(0) = QL[z -4

4 7

2 z

asi

1
A ——dz
0 a+bcos(0) 0 a+bcos(0) ;o d=tg+pl[z+1]iz
2 z

_1y, 152 _ 1,152 9 _1r,_132
- bl &z = atml d=f = T
lel=1 gz + L[z + 1] =1 g 4 b2 4 b =142 0152 4 gip 4 24
2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2
q P QR L P B I
Jel=1 4z2[g iz% + aiz +§z} lel=1 2ibz?[2% + 2%,2 +1] 2ib =1 22[2% + 202 +1]

2 -1

llamando f(z) = >

tenemos que es analitica excepto en z =0 y donde

22[22 + 202 +1]

—2(a)t/4(a?)—4 [
22 4202+1=0 @zzwz—ai a2—1=z1,z2,

a|

veamos cuando es que estas raices pertenecen a disco unitario. Como |a| > |b| = ) >1

= %>1o%<—1 =>oa>lo a<-1

e Si o <-1. Entonces tendremos que —a+vVa?-1>1+va?-1>1 y esta raiz no estara en el
disco. Por otro lado, tenemos que

0<oc2—1<oc2 = \/a2—1<|oc|=—oc

y
0 < /Z—Z—1 = 0<2a?-1 = 0<1+2a?-1-1 = a?<1+Wa?-1+a?-1

= al<(1+Va?-1)? = —OL=|(X|<1+\/(X2—1
por lo tanto, concluimos que Va? -1 <-a<1l+vVa?-1 = 0<-a-va?-1<1 por lo que

si pertenece al disco unitario.
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e Si a >1. Entonces tendremos que o >1 = —a—-va?-1<-1-va?—-1<-1 y esta raiz no
estard en el disco. Por otro lado, tenemos que

al-1<a? = \/a2—1<|a|=a = —a<—\joc2—1

y
0 < /Z—Z—1 = 0<2Wa?-1 = 0<1+2a?-1-1 = a?<1+Wa?-1+a?-1

= o?<(-1-va?-1)? = 0L=|oc|<1+\]oc2—1 = -1-vo?-1<-a
por lo tanto, concluimos que —-1-vVa?-1<-a<-Va?-1 = -l<-a+va?-1<0 porlo

que si pertenece al disco unitario.

Por lo tanto, por el teorema del residuo tendremos que

J. f(2)dz = 2mi[Res(f,0) + Res(f,2()] sia>1
=" T amifRes(/, 0) + Res(f, 2,)] si o <1

Tenemos que z =0 es un polo de orden 2 para f, pues

2 2 2 2
lim f(2)(z—0)% = tim — L2~ 2 g I
20 20 2222 + 202 + 1] 220 2% 4+ 202 +1
por lo que

2 2 2 2 B 2 2
Res(f,0) = limi[z2f(z)] _ limi[ [z7 —1] | = lim 22" —122(27 + 20z +1) — (22 + 20) [z — 1]

20 dz =0dz 32 190,41 200 (22 + 20z +1)2

_ 2002 -1]2-0(0% + 200 +1) - (2- 0+ 20)[0% 1] 200 e
0% +20-0+1)? 1

Y z = 2,2, son polos simples (en su respectivo caso):

(usamos el hecho de que P(z) = 2z + 20z +1=(z - 2)(z2=2y) = 1=P(0)=22,)

2 2 2 2 2 2
- - 2,7 =1
lim f(2)(z—2;) = tim — 2 4 oy 2T [z~ -1l
72 2oz, 22(2 —2)(2—24) 2>z 2% (2 —25) 212(21 ~25)
2 2 2 2 2 2 2
B [zl -1] B [zl -1] B [zl -1] 2z 1—z 1
B N - - s
21" =272y Zr2p1 213 zp zlz =] 2y Zq
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Y
2 2 2 2 2 2
- - -1
lim f(2)(z —z,) = lim " -1 (z—2,) = lim 2l 125 ]
22, z—2, 22(z —21)(2 = 2,) z—2, 22(z -2q) z22(z2 ~2)
2 2 2 2 2 2 2
27 1] P N P Pt _, 1
- - - - 72
3 R z23 ~ 2 z2[z22 -1] Zy Zy

22 —22 Zl 1727

siendo estos limites distintos de cero, entonces el residuo sera el mismo que el limite, asi:

22' [2mi(Res(f,0) + Res(f,2,))] si a > 1
i

1= [ fe)d =
2bi Jll=1 1 . .
—%[QM(ReS(f, 0) + Res(f, 2,))] si o <1
—L[2m'(—2oc+z ~-Ly)sia>1 Toa-z +1)sia>1
_ ) 2bi g _ 172
1 . 1 . s 1 .
-—2ni(—20+ 2, ——)|sia < -1 —2a-2,+=—|sia<-1
{2mi(-20+ 2, - 1) 2z, + L)
z 1 z
pero — = 2 =29y —= 1 =z, , entonces
21 A% Zg Z27 %
E[20L—z1+2:2]sioc>1 E[20c—2 o —1]sia>1
= _
Z2a+2ya?-1]sia<-1

%[2a—z2+zl]sia<—l b
2 b | .
2n[a lm}sia>l —g[a—m a? =b%]sia>1
b

21 .a a.9 .
- | — = — _1 1 _ |
[ (b) ] sia> _ b b |b| _
Va? —b?] si o< -1 2—n[a+£\ja2—b2]sia<—1

_ b b
21 .a a. o . Q_RE l
T[g+ (=) -1]sia<-1 b [b |b| )2 |b|

2n sinz(e) 40 —

por lo tanto J. ; 5 5 )
0 a+beos(6) —n[a+— a?-b%]si =<1
2 Dol
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Problema 4.
vale(2.0) ’%t‘rm i = b = 0. Calcule usando residuos:

[ COs T ir
(z? + a®) (22 + b*)

Demostracion: Primero notemos que la funcion dentro de la integral es par, por tanto

i

I = l ” cos(z) dx = lRe .[oo ¢ dx
20 (2% +a®) (@ +0%) 2 T @ +a?)(@” +b7)
eiz
Ahora, si f(z) = entonces

(22 +a?) (22 +b?)

[ i f o[ o

con S,y Cp definidas como siempre en clase.

Veamos que pasa con la integral sobre C'p, . Tenemos que la funcion g(z) = 1/ (22 +a?) (22 +b?)]
es continua en todo C excepto en z = *ai,+bi que es donde no es analitica la funcién, pero

como estamos considerando que R — oo podemos tomar R suficiente mente grande tal que
tai, *bi¢ Cp,de esta manera tendremos que f es continua en ', asi por el Lema de Jordan

tenemos

. 1 |
I f(z)dz = j 9(z)-e%dz < nmax|g(z)| == maX|
c C, zeC, | 20, (22 +a?) (2% + bQ)‘

|

por lo que lim f(z)dz = lim mmax =0
R—0dC, R—>w  zeC, ‘(22 +a?)(z% + 1,2)‘
® cos(x) . .
por lo tanto, J- dr = lim f(2)dz y podemos usar el Teorema del Residuo.

= (22 +a%)(z? +b?) RS,

Para esto, notemos que z =ai, bi son polos simples pues son ceros de orden 1 para 1/ I,

entonces
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iz -a
e Res(f,ai) = lim (z —ai)f(z) = lim c =— ¢ que existe ya que a > b
zai 2>l (7 4+ ai) (22 +b2%)  2ai(a® —b?)
eiz e_b
e Res(f,bi) = lim (z —bi)f(z) = lim = que existe ya que a > b
zai 2oai (22 4 a?)(z+bi)  2bi(a’® —b?)
R

a? —p2 (T_ a
-b —a -b —a
 IT=Y1Re(lim [ f(2)dz) = LRe( lim —*—(¢—_¢ - (¢ __¢
2 RowdS, 2 Rowg?_p? b a 2a® -b%) b a

jS F(2)dz = 2mi[Res(f, ai) + Res(f, bi)] = )

Problema 5. —
vale(3.0) Calcule

a) la transfomada inversa de fourier de la funcion

. 1
(w) = s
a -+ wi
donde a es una constante positiva.
b) el valor principal de la integral
o
1 —cos#d
] 5 df
— O

Demostracién:

a)Por lo visto en clase sabemos que dada una funciéon f(w), su inversa respecto a la

Transformada de Fourier es

_ =103 D N B TR I S R S
10 =5 ) = = [ Fwean = g0 == et
Tenemos que
f@t) = L jim R#emdw

o1 R»xJ-Ra+wi

y si consideramos a S r ¥ Cp como siempre, con R suficientemente grande para que ai ¢ C R

obtenemos que
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1 i 1 ;
f@) = ! lim J. _e“”t—j .e“”t}
21 R—>o| 95, a+wt Cpa+wt

pero por el Lema de Jordan, (ya que f(w) es analitica en C'p, por la eleccién de R)

; 1
I 1 ¢ < T max L <=— L = limj L _e“”tzlimE =0
C,a+wi t weC, |a+wi t R-a R-w[IC, a+wi Rowot R—a
1 .
= lim ™ =
R—>wdC, a+wt
1 ; .
entonces f(t) lim e™  Ahora, dado que ai € int S r» bor el teorema del residuo

B N2 R VS, a+wi

1 ; ; . . . .
tendremos que J‘ —— ™ dw = 2niRes( ~e™ ai), y se tiene que z = ai es un polo simple,
S, a+un a+w
pues
. 1 Twt . . qwt . —at . . —at
lim ——e™ (w—-a;) = lim —ie™ = —ie = Res(ai) = —ie
z—a, @+ Wl z—a,

—at}_ 2n e—at at

1 -
por lo tanto f(t) = lim 2mi[—ie™"] = =+/27e
2n Bow \2m
|
R 1_ R 1_,10
b) Primero notemos que j 1C—Os(e)d6 = Rej 1=¢ do asi
—-R 92 -R 62

. R 1_,i0 0 R1_ ,i0
r=pyv[" 1200 4o - gy [F 1€ d@:hm[r 1-¢ a0+ | 17¢ 4o
—o0 92 R—>wod-R 92 R—w J-R €

Tomamos la curva cerrada Sy =Cp+ (- )+1; +1,

iz

y sea f(z) = 1- , entonces

o IO O



loren
Nota adhesiva
Este lema solo es valido para t>0 falto hacer el otro caso, cuadno t<0, que no es mas que una modificacion del lema de jordan
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Notemos que J- f(2)dz = I dz = j —dz +J‘ —dz y por tanto f )dz| — 0 por
Cr 2 o Z2 R Z R—o

el Lema de Jordan y porque .[ d< X . I= lim f(2)dz = lim f(z)dz
Cr Z R R—ooJI", 0" 9T,

e—0"

= lim
e>0" Y, 4

Ahora sea z =¢ge’, 0<t<n entonces dz = ice'’dt y asi:

n]— ige” . n]— ige” r ice”
I=1lim [ =% ige'dt = lim zI e—,fdtz lim—ij e e hm—zj Zk =0 k'
[] 1

e—>0" 90 (geZt)Q e—0" ce? e—>0" 0 gelt e—0"

186 .
Z ' o iF(eet)tl
=lim—zJA k=l kL k t—hm—z.[ Z —dt—hm—zj— t
0" 0" k=1 k! es0* k=2 k!
1t k-1
= lim —zj —dt+ lim —ZJ. Z —dt
e—0" 01 e—0" k=2 k!
o k(e ityk-1
. i"(ge") .
y como la convergencia de ZkﬂT es normal y uniforme, tendremos entonces que
) ©
Iz—zJ‘ zdt—zJ. z lim —dt——zm—zj Odt =m
k=2¢ 50+ k! k=2
1-
L py[ @) ge_ p
= g2
|

10

dt





