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Problema 1. -
vale(3.0) Determine si las siguientes afimaciones son verdaderas o falsas:

a) Sea F(s) la transformada de laplace de f, entonces F(s) = F(3).
x
b) La integral impropia j flx, t) dt converge uniformemente en £ (xr € £2) si v solo si la

[1]
n

sucesion G, (x) := [ f(x,t) di converge uniformemente en €.
]

¢) Sea F analitica en 2, := {z € C: Rez > a}. Si lim F(z) =0 en (1, entonces

v¥+4-oot
/ F(z)€" dz

|
¢s independiente de v = a.
Demostracién:

a) Verdadero.

En efecto, tenemos que

_=I: F(t)e™dt I Ft)ye Tt gy = I Flt)e gy

5= x+zy

I f(t)e " [cos(—iyt) + i sin(—iyt) dt—J f(t)e ™ cos(—iyt dt+zI f(t)e™ sin(—iyt)dt
j F(t)e™ cos(—iyt)dt — i j F()e™ sin(—iyt)dt = j F(t)e " [cos(—iyt) — i sin(—iyt)ldt
I f(t)e " [cos(iyt) + i sin(iyt)|dt —J. f(t) (i)t gy = I 1@ =)t gy

jo Fhe S dt = F(3)
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b) Verdadero.

o0
Tenemos que G(z) = -[0 f(z,t)dt converge uniformemente en Q

< Ve>0 existe N >0 talque VzeQ sin>N = <eg

j: fla, D)dt

n o0
& Ve>0 existe N>0 tal que VaeQ sin> N = ‘J'O f(a:,t)dt—jo Fa,t)dt] < ¢

< Ve >0 existe N >0 tal que VzeQ sin>N = |Gn(x)—G(x)|<8

es decir, G, (r) converge uniformemente a G(z) en Q.

c) Verdadero.
1 Y4007 by
Sean Bu(y,t) = o  F(2)e”dz y v{,74 > o, entonces veremos que Buw(y,,t) = Bu(y,,?).
i Jy—ocoi
Para esto consideremos la curva Pp =1L, -L,+/(, -/, como se muestra en el siguiente

diagrama

L
1 BEFE:

—Ri ¢

Por hipdtesis tenemos que F(z)etz es analitica en Q_ por lo que es analitica en int Py , asi por

el Teorema de Cauchy se tiene que

I F(z)e?dz =0 = I F(z)e™dz +J- F(z)edz + .[ F(z)e™dz + I F(z)e™dz =0
Py L -L, ¢ -,



Variable II Tarea 4

Ahora, veamos que lim I F(z)eztdz =0= lim F(z)e”dz, en efecto, tenemos que
R—wdl, R—wdl,

lim I F(z)edz

R—w |9l

< limI |F(z)eZt
R—wd !l

il = g, Pl < g, I

pues como z € /, el médulo de z alcanzara su maximo en el extremo derecho, por lo que también

lo hara la exponencial, ademés cuando R — « tendremos que l2] — o también, por lo tanto

lim j. F(z)e”dz

R—oo vl

< SR I |F(2)de] < 70 tim | =0

R—>wd/l R—)oo

entonces lim , F(z)e”'dz = 0, analogamente con ¢ o obteniendo que
R—wdl)

lim | F(z)e?dz=0 = hm F(z)e®dz - j F(2)edz =0 =

R—>x P, L
: Ay s 2t ™ tz e tz
lim F(z)e”dz = lim F(2)e"dz = F (2)e”dz = F (2)e”dz
R—w JL, R—w VL, y—0% y—o0%

= Bw(yl,t) = Bw(YQ; )

Problema 2. -
vale(2.0) Sca F analiticaen €, := {z € C: Rez > a} y tomemos 7 > a. Si existen constantes
M, ryg v k > 1 tal que

[F(z)] < £ si |z| = ry.

B

Demuestre que
T

f F(z)€% dz

b e 1

converge uniformemente en t € R

Demostracion:
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Problema 3. -
vale(2.0) Sea [ : [). +oc) continua de orden o exponencial. Demuestre que la funcién

F(s):= f e f(t) dt
0
cs analitica en la region (0, = {s € C: Re(s) = a}

Demostracién:
Por lo visto en clase sabemos que F(s) existe y serd continua en Q_, por lo cual tiene sentido

preguntarnos sobre la analiticidad en dicha regién.

En efecto, desarrollando

F(s) = j: e~ f(t)dt = J': @ (g = j:e—we-iyt f(t)dt

- j: e~ cos(—yt) + i sin(—yt)f(t)dt = j: e~ cos(yt)f(t)dt + i j: e sin(yt)f(1)dt

u(;,y) v(z,y)
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con lo que solo vasta probar que u(z,y) y v(z,y) son de clase C ! y cumplen C-R.

e Para u(z,y).

Tt

Sea g,(v,t) =e " cos(yt)f(t) y consideremos ai g,(z,t) entonces tenemos que para cada
T

se€Q, = z>a lafuncién serd integrable respecto a t (pues todo es continuo).

) —at —at - t —z)t
Ademés, tendremos que ‘a—igl(as,t)‘ =‘—te v cos(yt)f(t)‘ <e™” |t|‘f(t)‘ <te " Me*" = tMe(((’t 2
M)

0]
mas aun, I M(t)dt < o pues como z>a = a—z<0, de esta manera por el Criterio de
0

Weierstrass u(z,y) converge uniformemente respecto a z, con lo que por teorema visto en clase

o]
tendemos que ?u(z, y) = .[0 ggl(x, t)dt (que igualmente serd continua pues aigl(:z:7 t) lo es) ,
€T T X

andlogamente obtenemos que wu(z,y) converge uniformemente respecto a y y ademaés

0
%u(a;, y) = Io a% 9,(y,t)dt (que igualmente serd continua pues a% 9,(y,t) lo es)

ePara v(z,y).

sin(yt)f(t) y consideremos ai, go(z,t) entonces tenemos que para cada

—xt

Sea g,(z,t) =—e
s€Q, = z>a lafuncién serd integrable respecto a t (pues todo es continuo).

Ademés, tendremos que ‘ai 9o (2, t)‘ = ‘te_"’t sin(yt) f(t)‘ < ‘t‘e_"’t
T

f(t)‘ < te ™ Me*t = tMe® ™ | mas
M(t)

o0
aun, J. M(t)dt <o pues como z>o = a-rz<0, de esta manera por el Criterio de
0
Weierstrass u(z,y) converge uniformemente respecto a x, con lo que por teorema visto en clase
0
tendemos que aiv(x, y) = J‘ 61 go(z,t)dt (que igualmente serd continua pues ai go(z,1) lo es),
v 0 Oz z

analogamente obtenemos que w(z,y) converge uniformemente respecto a y y ademds

2 _[Te ~ ; - 2
oy v(z,y) jo . 95(y,t)dt (que igualmente serd continua pues o 95(y,t) lo es).
Finalmente se cumple C-R, pues

Gu J.Ooig (z,t)dt = J.OO —te™ cos(yt)f(t)dt = J.ooig (y,t)dt = S~
ox o oz 1\ 0 0 Oy A oy

ou _ © o _ @ —at . 3 0 ot . o
a_z - .[o a_ygl(x’ t)dt = ,[0 —te™" sin(yt)f(t)dt = _.[0 te™" sin(yt)f(t)dt = -

Por lo tanto, F(s)=u(z,y)+iv(z,y) es analitica en Q  y ademés



Variable II Tarea 4

F'(s)=u, +iv, = J.: —te™ cos(yt)f(t)dt + z.[(:o te™ sin(yt)f(t)dt
= —J-(:o te™ cos(yt)f(t) —ite™™ sin(yt)f(¢)dt = — I gt [cos(yt) — i sin(yt)]f(¢)dt
'[ te™ " [cos(—yt) + i sin(—yt)]f(t)dt = J- te e W f(

= I: —te St F(t)dt

| |
Problema 4. —
vale(1.0) Sca n € Z'. Caleule
L=<
Va dx
(22 + 1)
0

sugerencia: nse la rama a = 0 para la raiz.

Demostracion:
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Todo esto es para n >1, pues si n =1 por criterios de calculo 2 la integral diverge.
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Problema 5. —
vale(2.0) Calcule la transformada inversa de laplace en cada caso usando la integral de Brom-
wich

= o »
3—f 8¢ — a*

b) f(z) = —
5 ) J1z) fl.'_'-": Fa?)

a) F(s) =

Demostracion:

a) Consideremos la rama principal y se€Q, = {5 € C: Re(s) > 1}, siendo donde el semiplano

donde F es analitica, pues s =0 ¢ . Notemos que F(s) = =—=——=—-—=F(3).
S S S S

Por otro lado, se tiene

~ eRc(—\/;) ~ e—Rc(\/;)
sl

s 1 dl

y como lim — Re(\/;) = —oo tendremos que lim e‘Re(\/;) =0, con lo que dada M >0 existe 7,
§—>0 §—>0
tal que si |s| > 1, entonces e_Re(\/;) < M , con ello

—Re(\/;)

e M

Fls) = — <2

[Fe] ===
Y+ooi

por lo que, por el teorema visto en clase J. F(s)edt converge uniformemente (y >1) y

y—o0f
0

ademas I |F(y + y2)| dy < . Con esto podemos sabremos que entonces la transformada inversa
—00

de Laplace de F(s) vendra dada por:

F(z)e”dz == lim F(z)e%dz

JA1+OOZ' 1+Ri
1—c0i R—o0 J1-Ri

_ 1 tz 7, tz 7, tz 7., tz 3., tz
—él_r)noo S F(2)e"dz -[Cl F(2)e"dz -[02 F(2)e"dz ICS F(2)e™dz J-C4 F(z)e”dz

0—0"

R,0

Siendo las curvas como el diagrama:
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Ri |
Cl

AN
e

Gy

—Ri L=

donde consideremos a R suficientemente grande tal que cuando 6 — 0, 0 € int(S .
R0

Para SR.

Se tiene que F(z)e” es analitica en intS,,, por lo que por el teorema de Cauchy
R,0

R—w 5379

IS F(z)e"dz =0 y entonces lim F(z)e"dz = 0.
R0

00"

Para C, y C,.
Considerando R suficientemente grande talque cuando 6 — 0% se tenga que el corte de rama
interseque a Sp , se tiene que z =—t, t € N es una singularidad removible para F(z)etz , pues

dicho limite existe, por lo que nos da igual estos puntos de discontinuidad, de esta manera por

el lema de Jordan:

lim siendo C la media circunferencia del lado

R—x
0—0"

= lim UC F(z)e%dz

R—>x

F(z)e%dz+ | F(z)e"d
jq (z)e”dz -[02 (z)e”dz

< Ze! max |F(z)|

izquierdo centrada en 1 de radio R = lim UC F(z)e%dz
zeC

R—w

pero la desigualdad del inicio [F(s)| < M se vale en general para todo s € C—0} tal que ls| >
sl 0

S

, entonces considerando R suficientemente grande para que Vz € Cp, || > 1, , tendremos

lim UC F(z)e%dz

R—w

.T M
< lim —e! max— =0
R—o t zeC |Z|



Variable II Tarea 4

Por lo que lim

J.C1 F(z)e%dz + J-CZ F(z)e%dz

=0 = lim F(z)etzdz+jc F(z)e"dz = 0.
2

R—x R—w Cl
00" 00"
Para C, y Cy.

Notemos que cuando 6 — 0", obtendremos un segmento de recta que une a z=-R+1 con
1 1 , . . .
z= 5 pero el segmento de 0 a 5 se anula, pues ambas lineas rectas tienen sentidos contrarios,

quedéndonos tnicamente el segmento desde —R+1 a 0 que no se anula pues esta en el corte
de rama de la raiz, es decir,

= lim - | F(2)e%dz —j F(2)e¥dz = lim — | F(z)e%dz —J‘ F(z)e%dz = *
R—w JC, c, R—o JL; L,
00"

donde L, y L, vienen parametrizadas por L,(w)=w, we[-R+1,0] y Ly(w)=-w, w €[0,R~1]

: 0 tw k-1 t(—w)
= *=lim—[  Flwe™1)dw— j Flw)e ™) (1w
R—o J-R+1 0
0 —w R-1 —H
= lim — € ety +j ¢ W) gy
R—>w J-R+1 w 0 —w
sea r =-w por lo que dr = —dw, asi
R-1 v Rl gz 0 Vo
J. ¢ Wy = I M (-1)dx = J. £ ey
0 —w 0 T -R+1 x
0o —w
= J‘ c edw
-R+1 w
por lo que
0 Vw Rt g—-w 0 e Vu 0 Vw
lim — ey +I € gy = Tim — ¢ ety s I € ety
R—ow J-R+1 w 0 —w R—w J-R+1 w -R+1 w

weeeee. (Aqui algo salié mal, pero no logramos ver el que)

10
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b) Sea seQ, = {s e C: Re(s) > 1}, siendo donde el semiplano donde F es analitica, pues

S 2_ 2 2_ 2 -2 _ 2
s =0¢ Q. Notemos que F(s) = s -4 s -4a _ 5 -4 = F(5). Por otro lado, se

(s2+a)? (52 4+42)2 R (32 +4?)?

tiene

s —sa® ~ lim |53 —sa2| -0

§—® |s +2s%a% + a4|

lim |3F |— lim
§—>00 §—>00

(52 +a2)2

con lo que dada M > 0 existe T tal que si |s| > 1, entonces lim |sF(s)| < M, con ello

§—>00
[F(s) < 2
sl
. Y4007 ‘ .
por lo que, por el teorema visto en clase J. F(s)e™dt converge uniformemente (y>1) y
Y—01

e 0]
ademas j |F(y + yz)| dy < o . Con esto podemos sabremos que entonces la transformada inversa
—00

de Laplace de F(s) vendra dada por:

. 1+ooi . (4R . S P2
3UE(s)) = f(2) = j F(2)e"dz = lim F(2)edz
1—c0¢ R—oJ1-Ri
= lim F(z)e%dz - .[ F(z)e%dz b .
R—>xdS, i ’
|
donde consideremos a R suficientemente grande tal que
+ai € int(Sp).
—R; pp——
Ahora notemos que z = *ai son polos de orden 2 para g(z) = F(z)etz ,
en efecto, pues
2 2 2 2
lim ¢(z)(z Fai)® = lim L e (2 %ai)? = lim £ -4 (2 F ai)?
z—>*ai z—>*ai (224_@2)2 z—>*ai (z—az')2(z+ai)2
2 2 2 2 2
_ + _ . . .
- lim 4 a etz _ (—m> a eti(u _ 2a eitaz _ leitaz 20
2oai (3 + ai)? ((+ad) + ai)? —4a? 2

con lo cual

11
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2
Res(g. tai) = lim “L[g(z)(zFai?] = lim (220 0%
z—*ai dz y—s+ai dz (Z + az’)Q
= lim 22 _a2 tel? 4 22(2 J_rcw')2 -2z iai)(ZQ _a2) o —2a 2 ~2a%  stai 2(iaz)( _4a ) (+26LZ)( 2@2) i
ok ai)” (£ ai)’ e C4a)?

—Q. 3 3.
1, 1404 8a°1 £ 8a°1 4445
__te_taz++ e_tm

_ . _ lteitai +06itaz _ 1t +tai
16a

asi por el teorema del residuo:

-[S F(2)e™dz = 2mi[Res(g, ai) + Res(g, —ai)] = 27”'[% te — %te_mi]

R

1 i 1 444 1 5 1
= 2mit[= " — =71 = 2miti[— " — — &' = —2nt sin(at)
2 2 27 24

para la integral sobre C', usando el Lema de Jordan modificado (pues F' es continua en C )

tendremos

<Zet maX|F z)|

j F(z)e%dz
C, t zeC,

pero la desigualdad del inicio |F(s)| < % se vale en general para todo s e C—{iai} tal que

S

ls| > 1, » entonces considerando R suficientemente grande para que Vz € C'p, 2] > Ty » tendremos

n
I F(z)e%dz <—e maX|F | < Ze! max —
zeC, t zeC, | |
e T ¢ M : tz . _
y entonces hm dz| < lim —e’ max++ =0, por lo que lim F(2)e"dz =0, por lo
R—owt  zeC, |z| R—xdC,

tanto

374 F(s)) = f(t) = lim F(z)e"dz = lim - 2nt sin(at) = —2nt sin(at)

R—>xdS, R—o
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