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Problema 1. -
vale(2.0) Determine si las signientes afimaciones son verdaderas o falsas:

a) Sea ¢’ una curva cerrada . La funcion Sea H(z) = I{C,z) con z € C es constante en cada
region determinada por la curva C.

b) Sea €' una curva cerrada simple v f, g funciones analiticas en int(C') tal que |g| < |f|
sobre C' entonces

q, B
I(?q{?)_ —1) — 0
¢) Sea f entera tal que
f'(z)
—dz=10
f 72 ¢
z|=R

para todo R = 100 entonces f es constante.

d) Sea ' una curva cerrada. Si z # ' entonces I(C, 2) es un niimero natural.

Demostracion:

a) Verdadero

Consideremos una curva C cerrada, entonces esta la puedo escribir como la unién de todas las

curvas cerradas y simples que genera con las auto intersecciones, es decir tenemos lo siguiente:

Lema.—Si C' es una curva cerrada, entonces C =U,_;v, donde vy, es una curva cerrada simple

para toda i e I.
Dem. - Sea C(t) con t € [a,b] parametrizacién de C' y consideremos
A ={tela,b]:3t' >t tal que C(t) = C(t")}

con ello tendremos que B = {C(t) : t € A} es el conjunto de puntos de interseccién de la curva,

y donde no repetimos puntos, pues por la definicién de A se tiene que si t € A entonces existe
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t'>t tal que C(t)=C(t") y entonces t' € A < 3t" tal que C(t')=C(t")", por lo que no pasa

que contemos dos veces el mismo punto para una misma interseccion.

Con esto consideremos A’ el conjunto de los t' que existen para cada t € A, y por lo anterior
mencionado, tendremos una biyeccion entre A y A’'. Entonces procedemos de la siguiente

manera (considerando los conjuntos anteriores ordenados). Partimos desde ¢t = a y sea ¢, € A

el minimo tal que a <t,, y ahora partimos desde tl' (lo que hacemos es llegar al primera
interseccién y en vez de continuar nos vamos por el otro camino), donde seguimos avanzando
hasta encontrar un ¢, € A tal que tl' <t,, con lo que nuevamente partimos desde t2' hasta
el siguiente punto ¢, € A que aparezca, haciendo esto de manera sucesiva tendremos que debe
de existir un ¥ € A’ mayor que todos los anteriores tal que Vt e[t,b], t ¢ A, es decir, es la

tltima intersecciéon. Con ello llamaremos a y, = C”a L] vl u---uCH? p) curva cerrada
IS )

It t,]

1772

simple.

Ahora regresemos al punto #, y prosigamos hasta encontrar un t~1 € A tal que ¢, <t{;, con

ello partiremos ahora desde fl' , hasta llegar a un 1?2 € A tal que fl' < 52 , v asi sucesivamente.

Notemos que como partimos de ¢, y ?; € A entonces en algin momento de este proceso

! . . .
tenemos que llegar a ¢, pues estamos avanzando sobre las diferentes intersecciones, con ello

llamamos y,, = C\[twm uC .,. w--ul - , curva cerrada simple.

I, 2] I£.t,]

Haciendo este procedimiento para cada primer cambio de rumbo, tendremos una familia de

curvas cerradas simples vy, tales que su unién es toda la curva C'.

Con esto podemos demostrar el inciso, en efecto, como C' es curva cerrada entonces por el lema
anterior C'=U,_;v, donde y, es una curva cerrada simple para toda i € I y entonces
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I(C,2) = ZI(yi,z)

iel

0 size E(y)c

Pero para cada curva cerrada simple y tenemos que I(y,z) :{ , en efecto, si

n o siz e int(y)

pasara que z € int(y)¢ entonces la funcién es analitica sobre y dentro de la curva, con lo

w—2z
que I(y,z)=0, en cambio si zeint(y) tendremos por el teorema de la deformacién que
L L L I 1 dwzi_2nin=n,por lo que I(C’,z)zZI(yi,z)eZ

lw—zl=r w — 2 2ms £
iel

I(y,2)=— | —dw=—
(.2) 2Mi Yy w—2 2mi

|
b) Verdadero

Primero notemos que f(z) # 0 sobre C, ya que de serlo se tendria que 0 < |g(z)| < 0! lo cual es

absurdo. Entonces con esto tenemos que |g(z)| = 9(2) <1 para toda ze(C, por lo que
IERIe)
()= D©,1) y entonces -1¢ L(C) . 1(Z(C),-1)=0.
f S S
]
c¢) Falso
Sea f(z)=¢€” ’ que es funcién entera y ademéas
/) "2
J. —zdzzj qdz=_[ 2zdz =0 VR >100
l2l=R f(2) l2l=R o? l2l=R
sin embargo, f no es constante.
]
d) Falso
Se demuestra en el inciso a) que es un numero entero, es decir, si puede ser negativo.
]

Problema 2.
vale(2.0) Sea & = 1 real. Pruebe que la ecuacion

a-8"+z'+e =0

tiene 2 raices en el semiplano {z € C: Rez > 0}.

z
Demostracion: Sean f(2) = 2" +a y g(2) = -82%. Sabemos que lim |f( )| =

=oo , por lo cual
2] —0 |g(z)|

existe r > a (pues en particular existe un ' >0 que lo cumple, y entonces solo tomo uno més

grande ) tal que Ve > r, |g(z)| < |f(z)| Entonces si consideramos R>r y y=L,+Cp tal que
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Ly es el segmento de recta que une a —Ri con Ri y Cp la media circunferencia de radio R

centrada en 0, tenemos que Vz ey, |g(z)| < |f(z)| y al ser f y g analiticas en inty tendremos

4

por el teorema de Rouche que f(z) =z +a y (f+¢)(z) = 2% + a —82” tienen las mismas raices

sobre inty.

Asi notando que f(z)=0 < z'=-a=ae™ o z-= YaeWHHy2i on = 0,1,2,3 son las

raices, y entonces z = \4/oce”/4Z yz=2= \4/0Le_”/4Z son ceros de f y ya que | |— o <o pues

4

a =1, se tiene que z;,z, € inty (pues R > a. ), por lo que 2" +a — 822 tiene dos ceros en inty.

Ahora, sean h(z) = 2t 4+ o — 822 y k(z) =e*, y consideremos la misma R, entonces para z ey

tendremos que |h(z)| >RY+a+8R*>ax12 |efz| , esta tltima se da ya que como 0 < Re(z) < R

= -Re(z)<0 = |efz | = ¢ Re(?) <1y al ser las funciones analiticas en inty tenemos por el

teorema de Rouche que h(z) y (h+k)(z) = 2t +a—822 +¢7 tienen las mismas raices en inty y

440 —822 +e7* tiene dos raices en la misma region,

como h(z) tiene dos raices en esta region, z
y para terminar, como inty c {z : Re(z) > 0} entonces z%+a—8z% +¢* tiene dos raices en

{z : Re(z) > 0} .

Problema 3. —
vale(2.0) Sea C' una curva cerrada simple, [ analitica en C' y meromorfa en int(C') tal que
flz) # 0 sobre C'. 5i g es analitica en int(C'), demuestre que

1
5w [ 70 e f~—2 \fwmﬂ—z\wm

donde z; es un cero de orden M), para 1 < k < m v p, un polo de orden NV, para 1 < &k < n;
todos contenidos en int{').

Demostracion:
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Problema 4. —

vale(2.0) Sea n € Z*. Demuestre que si |a| > e entonces la ecuacion €* — az" = () tiene n
raices en D0, 1)

Demostracién: Consideremos y(t) = e con ¢ €[0,2n] y sean f(z) = —az", g(z) = ¢* y veamos
que tienen el mismo ntimero de ceros en inty = D(0,1).

En efecto, se tiene que ambas funciones son analiticas en inty y ademéas Vz ey

y como z ey entonces —1 <Re(z)<1 = e <ef®) <e y |2/ =1 por lo que

|g(z)| <e < a< |0c|

“lod-1=l-all" =az"| = |52
lal>e

|g(z)| < |f(z)| Vzey

con lo que, por el teorema de Rouche, f y f+ g tienen el mismo nimero de ceros en inty, y
como sabemos que f(z) =—az" tiene n ceros en D(0,1) (z =0 de multiplicidad n ), entonces

f(2)+g(z) =e” —az™ tiene n ceros, es decir, la ecuaciéon e’ —az" =0 tiene n soluciones en
D(0,1).

Problema 5. —
vale(2.0) Sea fi : 0 — C una sucesion de funciones analiticas inyectivas (1-1) que conver-

gen uniformemente sobre compactos de 2 a una funcion f no constante. Demuestre que f es
invectiva.

Demostracion: Sean z;,z, € Q tales que f(zy) = f(z,) PD 2z, = 2,.
Consideremos y una curva cerrada simple contenida en Q tal que Z|,%9 € inty y sea
gk(z) = f} (2) - fk(zl). Notemos que dicha funcién tnicamente tiene un cero que es z = zy, pues

de existir otro tendriamos que g(w)=0 = f (w)=f. () = w=2 pues VkeN f es

inyectiva, entonces dado que g,(z) es analitica en inty y distinta de cero en y tendremos que

1 g,
213 7 g,.(2)

dz =1

pues este es el ntimero de ceros de g, (z).
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Por otro lado, notemos que g, — g normalmente en gty, donde, g(z) = f(2) - f(#,), en efecto,
como f, — f normalmente en Q, converge uniformemente en el compacto Ecy, por lo que
[y — fi.(2,) converge uniformemente a g en ay (es facil demostrarlo por definicién).

Con esto dado que la convergencia es uniforme, las funciones g, son analiticas (pues f, lo son),

9,(2) ¥y g(z) no se anula en y, tendremos que

' ' ' lim g} (2)
LJ’ gk_(z)dzz1 = 1= th_J" gk_(z)dzzi'j hmgk_@)dzzi_ koo © g,
2ni ¥y g,.(2) ko 21i Jv g, (2) 213 77 ko0 g,.(2) 2ni Yy lim g, (2)
k—o0
_LJ 9 4,
2ni Yy g(2)

por lo que el ntimero de ceros de la funcién g¢(z) es 1, es decir, g(z) solo tiene un cero, sin

embargo, notemos que g(z;) =0 y g(z,) =0, entonces necesariamente 2z, = z,.



