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Problema 1. —
vale(1.5) Determine si las siguientes afimaciones son verdaderas o falsas:

a) El teorema de Hurwitz es valido para sucesiones reales que satisfacen las hipitesis del
teorema. (cambiar analitica por derivable)

b) Las raices o preimagenes cuya existencia es garantizada por el teorema 1 de la clase del
18 de abril son todas distintas para [t suficientemente pequeno.

c) Sea ) una regiém v f : 1 = C analitica. Si f'(z) # 0 para todo z € Q entonces [ es
invectiva en €2,

Demostracion:

a) Falso
Consideremos f :(-1,1) > R dadas por f, (z)= z? +l, que son analiticas en la regiéon (-1,1)
n

para toda n, ademds, converge normalmente en (-1,1) a la funcion f(z)= 22 (ya que son
continuas en intervalos cerrados), sin embargo, tenemos que f tiene un cero de orden 2 (z =0

) pero para todo r >0 y para todo n € N se tiene que f mno tiene ceros en D(r,0) c (-1,1), por

lo cual no es cierto el teorema de Hurwitz.
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b) Verdadero

¢) Falso

Consideremos f : {x +it:zeR, te(0, 3n)} — C dada por f(z) =¢€”, tenemos que f es analitica

en la region y es tal que f(z) # 0 pero f no es inyectiva, ya que f(0) = eV =1=02m = F(0+2mi)
[ ]
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Problema 2. -
vale(1.5) Considere la ecuacién en 2 variables complejas (z, w):

€ —|w|(z+1)=0.
8i (20, wp) € C*\ {0.0} fijo satisface la ecuacién anterior. A, Es posible despejar z en términos

de w de tal modo que localmente se obtiene una funcién z = g(w)? en caso afirmativo escriba
una formula para dicha funcidén. A;Fs esta funcidn analitica?

Demostracién:

Problema 3. — -
vale(2.0) Sea [ analitica sobre una regién €. Pruebe que si (f(z))* = f(z) para todo z € Q
entonces f debe ser constante. Encuentre todos los posibles valores de f.

Demostracién: Supongamos que Vz + iy € Q se tiene que f 2(35 +1iy) = f(z +1dy), si consideramos

a f(z+1dy)=u(z,y)+iv(z,y) entonces tendremos que

Fla+iy) = fz+iy) < (u?=vD)+Quo)i=u—iv



Variable II Tarea 6

2uy = —

pero de la segunda ecuacion obtenemos que 2uv =-v < u+1)v=0< 2u+1=000v=0

e Si 2u(z,y)+1=0 entonces u(z,y) = —% , con lo que de la primera ecuaciéon (— %)2 —v? = —é
= i—vQ = —% o 02 =% & = i@, por lo que u(z,y) y v(z,y) son constantes y por

tanto f lo es.

eSi v =0 entonces por la primera ecuacién tenemos que wW?+0%=u = WP=u= u=0
o u =1, entonces u(z,y) y v(z,y) son constantes y por tanto f lo es.

Los posibles valores de f(z) son

f) =L B fe)= LB =0y f)=1

2

Problema 4. —
vale(2.0) Suponga que f es analitica en zp, wg = f(20) ¥ f'(20) # 0. Demuestre que la funcién
inversa satisface:

= i 1 d"! z—20 \"
f 1If_lh"] = zp+ Zun[n' —wy)™, a, = md:” I (f{:} — n'n) |

n=|

=2

Use ¢l resultado para demostrar que si w = 2 €7 entonees su inversa satisface
x n-1_mn-2
(—1)""n n 1
—_—u", |w| < -.
(n—1)!

c

Esta dltima se conoce como funcidn de Lambert,

Demostracién:
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Problema 5. —
vale(3.0) Bajo las hipdtesis del teorema de la funcdn implicta demuestre que si ademas I =
F(z,w) es analitica respecto a w entonces la funcién implicita = = g(w) es es analitica.

I ’?ﬂ.l-'m,w]
_ dn
g(w) = 3 Fln.w) dn, w € D(wp,d)
In—=z0|=p

Demostracion: Consideremos y(t) parametrizacién de C : |z - z0| = p. Entonces tendremos que

) = [0 O

, 2m
o e y(t)dt=_[0 G(t,w)dt

donde G :0,2n]x D(w,8) = C.

Notemos que la funcién G es analitica respecto a w para toda ¢ €[0,2n]. En efecto, tenemos

que v(t),y'(t) son constantes respecto a w, entonces solo basta checar la analiticidad para
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2,F(r(t)0)
F(t))

particular F(y(t),w) es analitica respecto a w, y al ser F' analitica respecto a n y respecto a

. Como F(n,w) es analitica respecto a w para toda me C, tendremos que en

w tendremos que existirdan las parciales de distintos ordenes y ademés estas serdn analiticas,

por lo que 6w6nF(n, w) existe, asi anF(n, w) es analitica respecto a w.

Finalmente dado que y(t) e C' tendremos que z # y(t) y por tanto F(y(t),w) no se anula. Con
0, F(y(t),w)
F(y(t),w)

t €[0,2n] vy ademas 0G(t,w) serd continua (ya que todo es analitico), por lo que por la Regla

todo lo anterior es analitica respecto a w .. G es analitica respecto a w para toda

de Leibniz compleja, existe ¢'(w) y ademas

2
gw) = [ " 0,6 vt



