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Problema 1. –  

 
 
Demostración:  

 
)a  Falso 

Consideremos : ( 1,1)nf − →   dadas por 2 1( )nf x x
n

= + , que son analíticas en la región ( 1,1)−  

para toda n , además, converge normalmente en ( 1,1)−  a la función 2( )f x x=  (ya que son 
continuas en intervalos cerrados), sin embargo, tenemos que f  tiene un cero de orden 2 ( 0x =

) pero para todo 0 y para todo r n> ∈   se tiene que nf  no tiene ceros en ( ,0) ( 1,1)D r ⊂ − , por 

lo cual no es cierto el teorema de Hurwitz. 
∎ 
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)b Verdadero 

 
 
 
)c Falso 

Consideremos { }: : ,  (0,3 )f x it x t+ ∈ ∈ π →   dada por ( ) zf z e= , tenemos que f  es analítica 

en la región y es tal que ( ) 0f z ≠  pero f  no es inyectiva, ya que 0 0 2(0) 1 (0 2 )if e e f i+ π= = = = + π  
∎ 
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Problema 2. –  

 
 
Demostración:  

 
∎ 

 
Problema 3. –  

 
 
Demostración: Supongamos que x iy∀ + ∈Ω  se tiene que 2( ) ( )f x iy f x iy+ = + , si consideramos 

a ( ) ( , ) ( , )f x iy u x y iv x y+ = +  entonces tendremos que 
 

2 2 2( ) ( )  ( ) (2 )f x iy f x iy u v uv i u iv+ = + ⇔ − + = −  
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2 2
 

2
u v u

uv v
− =⇔
= −

  

 
pero de la segunda ecuación obtenemos que 2   (2 1) 0uv v u v= − ⇔ + =  2 1 0 o 0u v⇔ + = =  
 
•Si 2 ( , ) 1 0u x y + =  entonces 1

2
( , )u x y = − , con lo que de la primera ecuación 2 21 1

2 2
( ) v− − = −

2 2 331 1
4 2 4 2

     v v v⇔ − = − ⇔ = ⇔ = ± , por lo que ( , ) y ( , )u x y v x y  son constantes y por 

tanto f  lo es. 
 
•Si 0v =  entonces por la primera ecuación tenemos que 2 2 20   u u u u+ = ⇒ =  0u⇒ =
o 1u = , entonces ( , ) y ( , )u x y v x y  son constantes y por tanto f  lo es. 
 
Los posibles valores de ( )f z  son 
 

3 31 1
2 2 2 2

( ) ,  ( ) ,  ( ) 0 y  ( ) 1f z i f z i f z f z= − + = − − = =  

∎ 
 
 
 
 
 
Problema 4. –  

 
 
Demostración:  

 



Variable II                                                                                                                Tarea 6    

5 
 

 
 



Variable II                                                                                                                Tarea 6    

6 
 

 
∎ 

 
Problema 5. –  

 
 
Demostración: Consideremos ( )tγ  parametrización de 0:C z z− = ρ . Entonces tendremos que 

 
2 2

0 0

( ) ( ( ), )
( ) ( ) ( , )

( ( ), )
t F t w

g w t dt G t w dt
F t w

π πηγ ∂ γ
′= γ =

γ∫ ∫  

 
donde 0: [0,2 ] ( , )G D wπ × δ →  .  

 
Notemos que la función G  es analítica respecto a w  para toda [0,2 ]t ∈ π . En efecto, tenemos 
que ( ), ( )t t′γ γ  son constantes respecto a w , entonces solo basta checar la analiticidad para 
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( ( ), )
( ( ), )
F t w

F t w
η∂ γ

γ
. Como ( , )F wη  es analítica respecto a w  para toda Cη∈ , tendremos que en 

particular ( ( ), )F t wγ  es analítica respecto a w , y al ser F  analítica respecto a η  y respecto a 
w  tendremos que existirán las parciales de distintos ordenes y además estas serán analíticas, 
por lo que ( , )w F wη∂ ∂ η  existe, así ( , )F wη∂ η  es analítica respecto a w . 

 
Finalmente dado que ( )t Cγ ∈  tendremos que ( )z t≠ γ  y por tanto ( ( ), )F t wγ  no se anula. Con 

todo lo anterior 
( ( ), )

( ( ), )
F t w

F t w
η∂ γ

γ
 es analítica respecto a w  ∴ G  es analítica respecto a w  para toda 

[0,2 ]t ∈ π  y además ( , )G t w∂  será continua  (ya que todo es analítico), por lo que por la Regla 
de Leibniz compleja, existe ( )g w′  y además  
 

2

0
( ) ( , )wg w G t w dt

π
′ = ∂∫  

∎ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


