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Problema 1. —
vale(2.0) Determine si las siguientes afimaciones son verdaderas o falsas:

a) Existe una funcién analitica e invertible f : C — 1D, con f(C) = D. Es decir, es posible
deformar a C en el disco D con una homeomorfismo que preserva dngulos (con orientacion).

h) Sea Q2 € C conjunto simplemente conexo v f : € — C analitica e invertible entonces f(€2)
es simplemente conexo en C.

¢) Sea 2 C C region simplemente conexa y zp €. La familia de funciones analiticas e inver-
tibles de €1 en I que se anulan en z; es no vacia.

d) Sea 2 regién. Si f: Q — C funcién analitica e invertible entonces f~' es analitica.

Demostracién:

(a) Falso.
Si f:C — D es analitica e invertible tal que f(C)= D entonces tendremos que f es entera y
acotada, pues Vz € C, | f(z)| <1 por lo que, por el Teorema de Liouville, f es contante, es decir,

f(z) = ¢ para algin ¢ € C pero entonces f(C)={c}# D por lo que no puede existir dicha funcion.

|
(b) Verdadero.

Sea vy :[a,b] > f(Q) y veremos que serd homotoépica a un punto en f(Q). En efecto, consideremos
floy: [a,b] > Q la cual esta bien definida pues f es invertible, entonces, como Q es simplemente
conexa tendremos que f oy es homotépica a un punto digamos z, € Q, es decir, existe
H :[a,b]x[0,1] > Q continua tal que H(t,0)=(f"oy)(t)y H(t,1) = z, Vte[a,b]. Con ello
consideremos fo H :[a,b]x[0,1] - f(Q) y veamos que esta es la homotopia buscada.

En efecto, como f es analitica, serd continua y por tanto foH es continua y ademas
(foH)(t,0)=(fof T oy)t)=v(t) v (foH)(t1) = f(z,) Vt €[a,b], por tanto y es homotépica a
f(z,). Y como la curva fue arbitraria obtenemos que f(€2) es simplemente conexa.

|
(¢) Verdadero.

Como Q es una regiéon simplemente conexa tendremos por el Teorema 4 del 24 de agosto que
existe f:Q — f(Q) c D biholomorfismo (analitica e invertible). Ahora sea g¢(z) = %[ f(2)=f(z)] ¥

veamos que esta es la funcién buscada. En efecto de forma inmediata, como f es biholomorfismo
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tendremos que g lo serd, y ademés |g(z)| = %[f(z)—f(zo)]‘ =%|f(z)—f(z0)|8<%[2] <1 por lo que

9:Q — g(Q) c D, analitica, invertible y tal que g(z,) =0, por tanto la familia es no vacfa.
|
(d) Falso.

Esto es claro tomando f(z)=2" es analitica e invertible en C pero su inversa (la raiz) no es

analitica en C.

Problema 2. —
vale(2.0) Sea ? C C regién simplemente conexa. Si existe un biholomorfismo f : @ — D
entonces este es 1nico.

Demostracion: Supongamos que existe un biholomorfismo f:Q — D.
Entonces por el inciso (¢) del problema 1 sabemos que ¢g:Q — D dada por g¢(z) = %[ f(z)=f(0)]
serd un biholomorfismo tal que g(0) =0 y por ser biholomorfismo, debe de existir z, € Q tal que

g'(z,) # 0 por lo que usando el teorema 5 del 19 de agosto, tendremos que g es tinica y por tanto

f es tnica.
|
Problema 3. —
vale(2.0) Sea € una region y f : 2 — C funcién. Demuestre que f es analitica con f'(z) # 0
si v solo si f (como funcién de R? — R?) es conforme (preserva angulos con orientacién).
Demostracion: Supongamos que f es analitica y f(z,) # 0 entonces podemos pensar
a f:R* > R? con f(z,y) = (u(z,y),v(z,y)) y entonces
u ou) fow _ov o oo,
Jzaz:ay:ax 0| o~ pj. —|0 6:5:6_“4_@
N ow ou| W) e
or 0y or Ox or Oz
=|r)
por lo que al tener como radio a | f’(z)| y el angulo respectivo 6 = cosfl(‘jiqf(/—ag;‘) (pues f'(z,)#0)
0
tendremos que
Jf ., C?SG —sin®
sin® cos®O
que por lo visto en clase me dice que f es conforme.
| |

% Esto es pues VzeQ f(z)eD y f(z,) € D por lo que a lo mas la distancia entre ambos complejos es 2.

2
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Problema 4. —
vale(2.0) Sea 2 € C regién y f, : € — C sucesién de funciones analiticas que convergen
normalmente a f. Demuestre que [ es analitica en Q. (Hint: Teorema de Morera y Cauchy)

Demostracion: Sea y < Q curva cerrada simple, entonces existe un compacto K < Q tal que
vy < K, pues de no ser asi tendriamos que y noQ = & y querria decir que y ¢ Q lo cual no pasa,
con ello

| f(&)dz = [ lim £, ()d
y como f — f normalmente, entonces converge uniformemente en y ¢ K por lo que

L lim f (2)dz = hmJ. f,(z

n—»0

y como f son analiticas en y, tendremos por el teorema de cauchy que [ , [, (2)dz=0VneN,es
decir

If(zdz-hmjf(zdz-hm() 0

n—»0

por lo que al ser y arbitraria el teorema de Morera me asegura que f es analitica en Q.

Problema 5. —

vale(2.0) Considere el potencial complejo w = z + 2iz?. Calcular la rapidez |V| en los puntos
=0, 1, para el flujo en el semiplano superior asociado al potencial complejo dado. Determina

s1 hay puntos estacionarios. Encuentre las ecuaciones de las lineas de corriente v las lineas

equipotenciales.

Demostracion:
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