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Problema 1. –  

 
 
Demostración:  

 
( )a  Falso. 
Si :f D→  es analítica e invertible tal que ( )f D=  entonces tendremos que f  es entera y 
acotada, pues ,  ( ) 1z f z∀ ∈ ≤  por lo que, por el Teorema de Liouville, f  es contante, es decir, 

( )f z c=  para algún c ∈  pero entonces ( ) { }f c D= ≠   por lo que no puede existir dicha función. 
∎ 

( )b  Verdadero. 
Sea : [ , ] ( )a b fγ → Ω  y veremos que será homotópica a un punto en ( )f Ω . En efecto, consideremos 

1 : [ , ]f a b− γ → Ω  la cual esta bien definida pues f  es invertible, entonces, como Ω  es simplemente 
conexa tendremos que 1f − γ  es homotópica a un punto digamos 0z ∈Ω , es decir, existe 

: [ , ] [0,1]H a b × → Ω  continua tal que 1
0( ,0) ( )( ) y ( ,1)  [ , ]H t f t H t z t a b−= γ = ∀ ∈ . Con ello 

consideremos : [ , ] [0,1] ( )f H a b f× → Ω  y veamos que esta es la homotopía buscada. 
En efecto, como f  es analítica, será continua y por tanto f H  es continua y además 

1( )( ,0) ( )( ) ( )f H t f f t t−= γ = γ    y 0( )( ,1) ( ) [ , ]f H t f z t a b= ∀ ∈ , por tanto γ  es homotópica a 

0( )f z . Y como la curva fue arbitraria obtenemos que ( )f Ω  es simplemente conexa. 
∎ 

( )c  Verdadero. 
Como Ω  es una región simplemente conexa tendremos por el Teorema 4 del 24 de agosto que 
existe : ( )f f DΩ → Ω ⊆  biholomorfismo (analítica e invertible). Ahora sea 1

02
( ) [ ( ) ( )]g z f z f z= −  y 

veamos que esta es la función buscada. En efecto de forma inmediata, como f  es biholomorfismo 
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tendremos que g  lo será, y además 1 1
0 02 2

[ ( ) ( )] ( ) ( )( ) f z f z f z f zg z = − = − δ 1
2
[2] 1< <  por lo que 

: ( )g g DΩ → Ω ⊆ , analítica, invertible y tal que 0( ) 0g z = , por tanto la familia es no vacía. 
∎ 

( )d  Falso. 
Esto es claro tomando ( ) nf z z=   es analítica e invertible en   pero su inversa (la raiz) no es 
analítica en  . 

∎ 
 
Problema 2. –  

 
 
Demostración: Supongamos que existe un biholomorfismo :f DΩ → . 

Entonces por el inciso ( )c  del problema 1 sabemos que :g DΩ →  dada por 1
2

( ) [ ( ) (0)]g z f z f= −  

será un biholomorfismo tal que (0) 0g =  y por ser biholomorfismo, debe de existir 0z ∈Ω  tal que 

0( ) 0g z′ ≠  por lo que usando el teorema 5 del 19 de agosto, tendremos que g  es única y por tanto 
f  es única. 

∎ 
 
Problema 3. –  

 
 
Demostración: Supongamos que f  es analítica y 0( ) 0f z′ ≠  entonces podemos pensar 

a 2 2:f →   con ( , ) ( ( , ), ( , ))f x y u x y v x y=  y entonces 
 

2 2

.
  f fC R

u u u v u v
u vx y x x x xJ DJ
x xv v v u v u

x y x x x x

 ∂ ∂  ∂ ∂ ∂ ∂
− −       ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = = ⇔ = = +     ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

 

( )f z′=  
 
por lo que al tener como radio a ( )f z′  y el ángulo respectivo 

0

1
( )

cos ( )u x
f z
∂ ∂−
′

θ =  (pues 0( ) 0f z′ ≠ ) 

tendremos que 
 

cos sin
sin cosfJ r

 θ − θ
=   θ θ 

 

 
que por lo visto en clase me dice que f  es conforme. 

∎ 
 

 
δ Esto es pues z∀ ∈Ω  ( )f z D∈  y 0( )f z D∈  por lo que a lo mas la distancia entre ambos complejos es 2. 
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Problema 4. –  

 
 
Demostración: Sea γ ⊂ Ω  curva cerrada simple, entonces existe un compacto K ⊂ Ω  tal que 

Kγ ⊆ , pues de no ser así tendríamos que γ ∩ ∂Ω ≠ ∅  y querría decir que γ ⊂ Ω/  lo cual no pasa, 
con ello 
 

( ) lim ( )nn
f z dz f z dz

γ γ →∞
=∫ ∫  

 
y como nf f→  normalmente, entonces converge uniformemente en Kγ ⊆  por lo que 
 

lim ( ) lim ( )n nn n
f z dz f z dz

γ γ→∞ →∞
=∫ ∫  

 
y como nf  son analíticas en γ , tendremos por el teorema de cauchy que ( ) 0 nf z dz nγ∫ = ∀ ∈  , es 
decir 
 

( ) lim ( ) lim 0 0nn n
f z dz f z dz

γ γ→∞ →∞
= = =∫ ∫  

 
por lo que al ser γ  arbitraria el teorema de Morera me asegura que f  es analítica en Ω . 

∎ 
 
Problema 5. –  

 
 
Demostración:  
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