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Problema 1. -
vale(2.0) Para w € Dy =z € I, en niicleo de Poisson se define
. 1—|z)?
K{w,z) =
(w, 2) [w — z]?

Demuestre que

et —

il -

Demostracién: En efecto, sea w=e"” (we D) con teR y ze D, entonces

it it it — 2 2
Re[e +2J=Re{e, rze ; _Z]=Re 1—|z| = 1_|Z| =K(eit,z)
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|ezt —Z| |ezt —Z|

Problema 2. —
vale(2.0) Demuestre que la ecuacién de Laplace es invariante bajo cambio de coordenadas

analiticos. Es decir, sea la ecuacion de Laplace:

Pw  Pw

— 4+ —— =10, 1
ox? " y? (1)

donde w : R? — R. Si consideramos el cambio de variables independientes (z,y) — (u, v) donde

f(z,y) = u(z,y) +iv(z.y)

es analitica (holomorfa) e invertible entonces, en las nuevas variables independientes, la ecuacién

(1) se transforma en:
Pw  Pw

oz Vo

0

Demostracion: Tenemos que

oy

0w 2w 8{610} a{aw} 8{6w8u+8w61}} a{awau 6w60}

oz> oy? Or|0r| Oy|Oy| Ox|Oudr Ovoix ou 0y Ov 0y

_ofawan), o (dwan), o (owou), o wow
or\Ou dx) Ox\Ovoxr) oOy\ouody) oOy\ ov dy
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0 (Ow)ou owdn o fow)dv owd' 0 (dw|du dwd'u 0 (dw)dv dwdw
Oz \ Ou )Ox Ou pg* Ox\ Ov JOr v gg? Oy\Ou)dy Ou gy? Oyl Ov)oy Ov gy?
o (ow\ou o (ow\ov 0 (ow)du 0 (ow)\dv |0wdn owd*w  Owd*u  Ow d’v
—t | ==t = = | == | = | =t | ———————+—
Ox\ Ou )oxr Or\ Ov)oxr Oy\Odu)dy Oy\ov)oy |ougz® Ov og? Ou gy®> v oy?
0 (ow)ou, o (ow\ov, o (ow\ou, & (ow\ou [owdts  owd™ owd'u owdd
ox\Ou Joxr oOx\ov)O0r Oy\ou)dy oyl ov)dy |oOugr? Ov gr2 Ou gr2 Ov ol
0 (ow)ou, o (ow\ov , o (ow\ou, o (ou)ay
or\ou )or Ox\Ov)oxr oOy\ou)oy Oyl ov)oy
_|Qwou  ow oviou [ dw du wov|ov (0'wou, Ow Qv |du [ dw du 0w dv|dv
ou? O0r Ovou Ox |0x | Oudv Ox  py? Oz |O0x | gyu2 Oy Ovou Oy |0y | Oudv Oy  gy? Oy | Oy
[ 0%w o ow ov|ou [ ow du Q*wov|ov [ O'wdv Ow Ou|du [ Ow du 0w du|dv
ou? O0r Ovou Ox |0x | Oudv dx  py? Oz | Ox oy | oudvdy py? Oz |0y

ou? 0y Ovdu Oz
6uj2 o’w  0%w [81}]2 o*w  0*w o’w  0*w [auf [61}}2

=|—| | —4+—|+| — + = + — | +| =
Ox ou?  ov? oy ou?  ow? ou?  ov? Ox oy

y como necesariamente u,v no son constantes al mismo tiempo (pues es un cambio de variable)

tenemos que
ou) (o)
L 20
ox oy

por lo que
*w 0w
ou”~ Ov
|
Problema 3. —
vale(2.0) Sea () C R” una regién y u funcién armonica en (). Si u se anula en al menos un
disco D(zg,€) C 12, demuestre que u = 0 en todo 2.

Demostracion: Consideremos la funciéon f:Q — C dada por f(z +idy) = Z—Z - z’Z—Z, la cual es

ou Ou

1
%oy SO C" y cumplen C-R pues

analitica en Q pues

o u _ o_o o
ox Ox 8332 armonica 8y2 6y ay
o ou, ' _ d%u o, ou

By 0z’ Oydw e 0xdy Oz Oy

Con esto notemos que si = +iy € D(z,,&) entonces

6—u(x,y) = lim Wz +hy) —ulzy) limM = lim9 =0
h—0 h h—0 h h—0 h
h<g
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_(x y) = lim ABY R —ul@y) g wlmyth) 0

h—0 h h—0 h h—0 h
h<g

=0

por lo tanto f(z) =0, Vz € D(z,,¢), con esto y dado que la funcién idénticamente cero también es

analitica en Q y 0 en D(z,¢) tenemos por continuacion analitica que f(z) =0, Vz € Q, por lo

que
a_u_za_u:() 8_u:6_u_0<:>u50
or Oy or Oy
u
Problema 4. —
vale(2.0) Sea h : 90 — K na funcion continua. Demuestre que
2 | |2
1 1=z
u(z) = h(€")——— dt
()= 57 [ W)

es armonica para todo z € D

Demostracion: Notemos que por el problema 1 (y por el hecho de que u(e”) estd bien definido)

2n . 1- 2 2n i 2n . it
w(z) = - h@”)-__ld__dt:.l; ;me”)R,Lef‘*z]dt_.Re[ L I h@”)e7'“zdtj
(2 TE 0 67//

2w do i 2 2w Jdo —
| it | e z
entonces sea

1 21 . it
9:D>C, giz)=— [ netH©& 2
2r Jo et _ 4

dt

y basta probar que esta funcién es analitica. Sea f:[0,2n]x D — C dada por

it
Jt,2) = he)EE = gz) = — f(t 2)dt
€
tenemos las siguientes

ePara cada ¢ €[0,2n], f(t,z) es continua, pues al ser z e D, e —z2#0.
e Tenemos que

Y (1,2) = he™)

0z (6 i Z>2
la cual nuevamente para cada t € [0,2n] es continua.

Por lo tanto, por la regla integral de Leibniz tenemos que g¢(z) es analitica, y por tanto, u es
armonica.
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Problema 5. —
vale(2.0) Seca u armoénica en CY\ {0}. Como el conjunto no es simplemente conexo, no podemos
asegurar la exitencia de una armonica conjugada. Demuestre que el logaritmo natural es la inica
obstruecion para la existencia de una conjugada. Esto es, demuestre que existe una constante
¢ tal que

i(z,y) = u(z,y) — cln(a? +y°)

es armonica vy existe para ella una conjugada armdnica .

Demostracion:
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