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Problema 1. —
vale(2.0) Determine si las siguientes afimaciones son verdaderas o falsas:
e u)
a) Si el producto infinito H[l + z,) converge entonces converge absolutamente,
n=1

oo
b) Si Y Log(l + z,) converge absolutamente entonces z, — 0 (cuando n — o). Log es
n=I1
cualquier rama del logaritmo.
o0

¢) Sea {z,} C C, con z, # 0 para todo n € Z* tal que Hzn converge. 51 definimos

n=1

T
&y, = E [nz
k=1

donde Ln es la rama principal del logaritmo, entonces se cumple que:

.

o= Ln (H :;..)

k=1
Tl
lim s, = lim Ln (H ::k)
TE—3¥00 =00
=1
= Lnp
o
donde p = H Z
n=1
) oo
Sea 4z, } una sucesion en C il converge entonces
d) S " Chy{0}. S BN t
=1 zﬂ.
= z
i =11 (1 - —)
=z
n=1 n

es entera v se anula inicamente en {zf,_}

Demostracién:

(a) Falso.



Tarea 5 Lorenzo Alvarado

2
Consideremos z =e et _ 1 Vn e N, entonces:

(1) 1+2, #0 Vn=1 pues ¢ V" 21 Vn>1.
(2) Tenemos que

n n n_q/p2 lim X7, -1/k
lim HDJF 2] = lim H[efl/kz} = lim eZia VF BT / —e ™4
k=1 k=1

n—»00 n—»00 n—»00

por tanto, el producto infinito es convergente.

Sin embargo, por otro lado.

(1) 1+|zn|=1+|e*1/”2 Cl=2—e " 20 Wn21 pues eV 21 Va1

(2) Tenemos que

lim ﬁ[l + |zk|] = lim
k=1

n—»

H[2—671/k2]2 lim H2= lim 2" = oo
k=1 k=1

n—>0 X n—»0 - n—>0

por tanto, este segundo producto infinito no converge. Asi la convergencia normal no implica

convergencia absoluta.
|

(b) Verdadero.
En efecto si la serie converge absolutamente entonces es convergente y por el teorema 2 (17 de
octubre) tendremos que el producto infinito

o0
Hl +2z
n
n=1

converge, por lo que (teorema 1, 17 de octubre)

lim(l+z )=1 <« limz =0
n—>0 n—»0

(¢) Falso.
Pues para el paso
ZLn(zk) = Ln(H z,)
k=1 k=1
se usa implicitamente que
Ln(zw) = Ln(z) + Ln(w)
lo cual es falso en general para el logaritmo complejo, lo correcto es que
Ln(zw) = Ln(z) + Ln(w) + 2kni, ke Z

2
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es por ello que el paso no es valido.

(d) Verdadero.
Usaremos el criterio M de Weierstrass (para productos). Consideremos f (z) = —z/ z, funciones

analiticas para cada n,y sea R >0 con z e D(0,R), entonces

J |fn(z)| = |—z/zn| =2 z,|= |Z|1/|zn| < R-1/|zn| =M
X" M =RY”, 1/|zn| <o (por hipétesis)

Por lo tanto tenemos que f converge uniformemente en discos cerrados de C por tanto converge
normalmente y asi, f es entera (ya que las f eran analiticas).

Para los ceros supongamos que w e C es tal que f(w) =0 pero por el teorema 2 (20 octubre) esto
pasa si y solosi 1— z/zn =0 para alguna ne N <« z =z paraalguna n e N, por lo que son los

Unicos ceros.
]

Problema 2. —
vale(2.0) Determine si los siguientes productos convergen o divergen

o Tlo-2 ()

n=1 n=1

l—l—‘

n=1
Demostracién:
(a) El producto es convergente. Consideremos z =-27" y tenemos que

- °°1
Z —7L=Z§

n=1
por tanto, la serie es convergente. Y entonces por el teorema 2 y 3 (17 octubre) el producto infinito
ﬁ 1+z, ﬁ
n=1 n=1

converge.
(b) El producto es convergente. Consideremos z, = 1/ n? y tenemos que

Z\l/n -

nln
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por tanto, la serie es convergente. Y entonces por el teorema 2 y 3 (17 octubre) el producto infinito

ﬁ[uzn]:ﬁ[ui

n=1

converge. Y al ser la funcién raiz continua tendremos que

i
14—
n

0 k 1 k 1 k 1 0
H[1+z”]: lim [1+—2]:11m [1+—2]:11m 1+—2:H

k k k
n=1 % n=1 n e n=1 n e n=1 n n=1

por lo que el producto converge.

(c) El producto diverge. Sea z =1+ i/\/n2 +n , entonces

gLn Zln| |+2Arg(z )—Zgln(1+

n=1

J +1i tan_l(+)

n-o+n n +n

trabajando unicamente con la imaginaria tenemos que (usando el hecho de que la arcotangente
es creciente para los reales positivos)

= 1 = 1
Z arctan{\/iJ ; arctan[ (n " 1) J > HZ:; arctan m = ; arctan (EJ

ahora usando la grafica de arcotangente tenemos que la recta que une los puntos (0,0) y (1, n/ 4
queda por debajo de la grafica

por lo que se tiene que arctan(z) > (Tc/ 4)z para z €10,1] y dado que 0 < 1/ n+1<1 tendremos
que

Zarctan > Zarctan > Uy 1 =
+1 pr} 4 n+1

por tanto, la serie diverge y al ser la parte imaginaria de la serie originar tendremos que
entonces

7’L+TZ
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Z Ln(z,) diverge

. usando el teorema 2 (17 octubre) concluimos que

diverge.

Problema 3. —
Valn(Z.ﬂ] Demuestre que la fucion

BNEE » FARRERW-E 2t
flzy=1] (1 - v,_n) €

n=1

es entera ¥ se anula dnicamente en z = /n, n € Z*. Verifique el orden de cada zero.
Demostracion: Veamos que es entera comprobando que converge uniformemente.

(1) Sea R >0, consideremos z e D(0,R) y sea N eN tal que N >4R? entonces tenemos que

para n > N

Al R 1

RURNTAES

por lo que 1- / \vn # 0 y entonces la sucesiéon interna no es cero.

z

T

(2) Consideremos f, (z) = (1- z/\/_ o/ In+z? /2n

o —1 y recordando lo visto en clase se cumple

in(is/ s o 1‘ . 6‘111(1—z/x/ﬁ)+z/\/ﬁ+zz/gn‘

f,(2) =

que

o0

Ln(l+w)—

tendremos que

z z 122 z z 1, 2. (D" 2,
nll D)+ o= bl ()~ e = S )
n n n n n k=3 n
o1,z z z 12° — 1] 2 * I 2 *
P 2rin gl el vy P rwn [ D3 v
ISRy L Rgs Ry LRy 1 Ry
S3é( n) 5 n) ;( n) 5 n) 1—R/\/ﬁ<(\/ﬁ)
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por lo tanto

Por lo tanto, el producto infinito converge normalmente en C, y ademas como f es analitica
para cada n, tendremos que f es entera. Finalmente supongamos que w € C es tal que f(w) =0
pero por el teorema 2 (20 octubre) esto pasa si y solo si 1—w/f =0 para alguna ne N <

w =+/n para alguna n € N, por lo que son los inicos ceros. Y sus 6rdenes seran 1.

|
Problema 4. —
vale(2.0) Sea R > 0. Pruebe que si z € D(0, i) entonces
o oy 2 RZ
() -
o ( R ) R? - 2*
Demostracion: Veamos que el producto converge. Sea z = (z/ R)Qn , tenemos que
i z | = i ()| = E{MT <y {MT <o
n=1 " n=1 R n=1 R ‘Z‘/R<1 n=1 R
esta tltima pues es una serie geométrica, por lo que por el teorema 2 y 3 (17 de octubre) el
producto infinito
0 0 2 g
1+ = 1+(—
g[ z,) 11[ S
converge. Con ello son vélidos los siguientes procedimientos
VA n VA n+l - _ i 2”“
S o A BN BN L § Ll
1+ = [+ (¥ | —E— - [ —E— - =]
ne e (% 277 e 2 2n, 2 n
! ! 1= =t B=()7 ] Hu_(ﬁ)?]
e zZ 277,
1-(=Z
i g[ S R
N N 22
_12 _£2n 1_(3)2 R -z
1
-GrITn-G7 ) 1
|
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Problema 5. —

vale(2.0) Sea a, > 0, n € Z7. Demuestre que el producto infinito H{ 1+ a,) converge si y

n=1
solo si la serie ) a, converge.
n=1

Demostracion: Notemos que si ¢, 20 = 1+a, 21 por lo que

Log(l+a,)=In(l+a )eR"

pues 1+a,>1 = In(l+a,) >0, de esta manera tenemos que

|L09(1 + 0,")| = LOg(l + an)

Y simplemente recordando que el dia 17 de octubre demostramos las equivalencias

i|zn|<oo = i|Log(1+z”)|<oo = iLog(1+z7l)<oo = 12[(1+zn)<oo

n=1 n=1 n=1 n=1

pero por lo mencionado al inicio tendremos

0

Zan <o & i|Log(1+an)| <o & iLog(1+an) <o & ﬁ(lJran) <o
n=1 n=1 n=1 n=1



