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Problema 1. –  

 
Demostración: Seguiremos el procedimiento hecho en clase. 

Para cada n ∈   sea (tomando int nw ∈ Γ  y 1,.., nw a a≠ ) 
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con ello tenemos que 
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donde 0 max ( )

nz
z f z
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=  y además como   n nz R z w R w≥ ⇒ − ≥ −  por lo que 
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Pero por otro lado tenemos por el mismo razonamiento del teorema 1 (26 de octubre) que la 
función ( ) [ ( )]f z z z w−  es analítica en int nΓ  excepto en 0,  y kz z w z a= = =  siendo todos polos 
simples con residuos: 
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asi por el teorema del residuo tendremos 
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tendiendo n → ∞  obtenemos 
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∎ 
 
Problema 2. –  

 
 
Demostración: Sea 

 
1( )
21z

zf z z
e

= +
−

 

 
función meromorfa con polos en 2 ,  1, 2,...z in n= π = ± ± . Definamos la sucesión de los polos de la 
manera siguiente: 
 

1 2 3 4
2 2

:  ;      2 ,  2 ,  4 ,  4 ,...
2 2 1n

ik n k
a a i a i a i a i

ik n k
− π == = π = − π = π = − π

π = −
 

 
la cual es una sucesión sin puntos de acumulación finitos tal que 
 

1 2 30 a a a< ≤ ≤ ≤  
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además, se tiene 
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y más aún, si definimos las curvas cerradas simples 
 

(0,[2 1] ) 2
:  

( ,2 ) 2 1n
D k n k
D i k n k

∂ + π =Γ = 
∂ π π = −

  

 

                 

                     
son tales que 
 
(1) nΓ  únicamente contiene a 1,..., na a . 

(2) [2 1] 2
min    

2 2 1n
n nz n

k n k
R z R

k n k∈Γ →∞

 + π == = ⇒ → ∞
π − π = −

 

(3) 
2

2
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 por lo que 
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pero 25 [2 1] 2 [2 1] [4 2]k k kπ + π ≥ π + π = + π  y 2 2 210 5 4   6 5k k kπ − π ≥ π ⇔ ≥  por lo que 
 

5  n nL R n≤ π ∀ ∈   
 
(4) Tenemos dos casos: 
Falto : ( 
 
Por lo tanto, por todo lo anterior tendremos usando el problema 1 que 
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por lo tanto 
 

2 2 2
1

1 1 1 2
21 4z

k

z
ze z k

∞

=

= − + +
− + π

∑  

∎ 
 
Problema 3. –  

 
 
Demostración: Sean 0R >  fijo y N ∈   tal que 2N R>  entonces para cada n N≥  
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notemos que Nm  es una función meromorfa con polos en ,  0 1z n n N= ± ≤ ≤ −  y además como 
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por lo tanto Nf  converge uniformemente en cada disco, y como el denominador no se anula en 
dicho disco entonces Nf  es analítica en el disco. Con todo lo anterior tendremos que la 
convergencia es normal en \   por lo que f  es meromorfa en   con polos en  . 

∎ 
 
Problema 4. –  

 
 
Demostración: Sea { }na ⊂   sucesión de números complejos sin puntos de acumulación finitos 

entonces por el teorema de factorización de Weierstrass existe una función entera f  cuyos únicos 
ceros son ,  nz a n= ∀ ∈  , por lo que la función 1 f  es una función meromorfa con polos 
únicamente en ,  nz a n= ∀ ∈  .  

∎ 
 
 


