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Problema 1. —

vale(4.0) Sea {a,} < C" {0} una sucesion de funciones sin puntos de acumulacion finitos tal
que
0<|ay £ ag| < <lay| < -+,

v f meromorfa en C con polos simples tinicamente en {a,} tal que
Res(f,a,)=b,.

Si existe una sucesién de curvas {I',} cerradas simples positivamente orientadas tal que T,
contiene inicamente a ay, az, - -+ .y, ¥y ademas se cumple que

a) R, =dist(0,T.) = min{|z|: 2 € T,} = oc cuando n — oc,

b} L, < egR, para n suficientemente grande, donde L, es la longitud de T, v ¢y constante
positiva,
Lf(=z)|

¢} lim —— = () para todo z € Ty,
n—0o0 fi

Demuestre que

F() = F0)+ 3 b ( L l)

—~ =0y (g

Demostracion: Seguiremos el procedimiento hecho en clase.
Para cada n e N sea (tomando w e intI' y w#a,,..,a )
n 1 n

G (w)= LJ.r Z(‘f&dz

2ni zZ—w)
con ello tenemos que

|Gn(w)| <L Mdz <L Mdz

T2ndr Llle—wl T T 2ndr, R L2 -l

donde 2, = max |f(z)| y ademés como |2 > R, = lz — w| > R, - |l por lo que
zel
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_ % |f(z0)| ! = lim G (w)=0
21 Rn —|w| a) n—ow "

Pero por otro lado tenemos por el mismo razonamiento del teorema 1 (26 de octubre) que la

funcién f(z)/ [2(z —w)] es analitica en intI" excepto en z=0,z=wy z=a, siendo todos polos

simples con residuos:

Res(&ﬁ):_&’ Res( f(2) w):f(w) yReS(&,ak)zRes(f,ak)a 1 _, 1

2(z —w) w 2(z—w)’ w 2(z —w)

asi por el teorema del residuo tendremos

G, (w) = Res( 1) ),0)+Res( 1) ,w)+iRes(&,ak)
k=1

2(z—w 2(z —w) 2(z —w)

:—m+M+i“bk—1

w w = Ya (e, -w)
tendiendo n — c© obtenemos
0 w) < 1 c w - 1 1
0=-10, 10, sy = f(w) = f(0)+ b, = fO0)+ D byl +—]
w w5 e (e, -w) = e, —w) =1 WTa G
|
Problema 2. —
vale(2.0) Demuestre que
1 | 2
=——+-+ :
£ -1 2z ;:-’—477-’1*?2
Demostracién: Sea,
fl&)=—"—+2z
e -1 2
funciéon meromorfa con polos en z = 2nin, n = +1,+2,.... Definamos la sucesiéon de los polos de la

manera siguiente:

| 2mik n=2k . . . ;
0= a, =2ni, a, =27, ay =4ni, a, = —A4mni,...

= . ;
2nik n=2k-1
la cual es una sucesién sin puntos de acumulacién finitos tal que

0< |a1| < |a2| < |a3| <.
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ademas, se tiene

z
li 2nik .
b ._Res(f a )_ Z—)lflglnlk e? —1(Z+ ™ ) n =2k L_H{—27ti]€ n =2k —a
lim (2 — 2mik) n=2k-1 2nik n=2k-1

z=2mik % — 1
y mas aun, si definimos las curvas cerradas simples

L. [oDO k1) 0 =2k
" | 8D(ni,2kn) n=2k-1

T,

1 ay
I'y -
a, 2mi a,
: f - E — 5 i 15
e ag
ay
5
5 10
2
4
6

—2me  an

—amig Q4 —ami

ay

i
omig Ol

0 g
i
@y
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—2mie
me .

mig O

I's

15 o

son tales que

(I) T, tnicamente contiene a a,...,a, .

2k+1 =2
{[/H—]Tc n =2k SR S

(2) R =min|z|=
2kn—-n n=2k-1 n—>0

zel
n

B {[4]@ +2n?  n=2k

or lo que
[4k]n? n=2k-1 P q

5m[2k + 1 =2
5nR_ = i I " b
" |10kx® -5r? n=2k-1

3
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pero 5m[2k + 1] > 2n[2k + 1] = [4k + 2]n* y 10kn® —5n® > 4kn® < 6k >5 por lo que
L <b5nR VneN

(4) Tenemos dos casos:
Falto : (

Por lo tanto, por todo lo anterior tendremos usando el problema 1 que

z 1 1 - z -
+=z=f0)+ > b +—J:1+ a J:1+
er =1 ; z-a, a, ; "\a,(z~a,) ;z—an
z —  Z = z = z
=1+ + =1+ +
Z= Qg ;z—a% gz—ka ;z+2mk

por lo tanto

Problema 3. —
vale(2.0) Demuestre que la serie
0.

z z? —n?

n=il

converge normalmente en C Y Z. Concluva que la serie define una funcién meromorfa con polos
simples en Z.

Demostracion: Sean R >0 fijoy N e N tal que N > 2R entonces para cada n > N
|22 —n2| = |n2 —z2| >n? —|22| >n?-R?> %nQ (pues n >2R)

entonces

0 N-1

2 2 > 2
f(z)222z2222z2+z 2Z2

n=0% —T n=0 # — TN n=N% —T

my Iy

notemos que m, es una funcién meromorfa con polos en z =4n, 0 <n < N -1 y ademéas como
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D=2 <2 _8pl _m vieDOR)
2_ 2|7 3 2 n
z°—-n 252 n
4
NS m = Bpt
)z n_Z§ _2<OO
n=N n=N n

por lo tanto f, converge uniformemente en cada disco, y como el denominador no se anula en
dicho disco entonces f, es analitica en el disco. Con todo lo anterior tendremos que la

convergencia es normal en C\Z por lo que f es meromorfa en C con polos en Z .
|

Problema 4. —

vale(2.0) Use el teorema de factorizacion de Weierstrass para mostrar que dada una sucesion
de mimeros complejos sin puntos de acumulacion finitos, entonces existe una funcidn meromorfa
con polos inicamente en dicha sucesion. El teorema de Mittag-Letfler es un resultado mucho

mas profundo que este pues aqui no se considera la parte principal del desarrollo de Laurent
alrededor de cada polo.

Demostracion: Sea {a,} c C sucesion de niimeros complejos sin puntos de acumulacién finitos
entonces por el teorema de factorizacién de Weierstrass existe una funcién entera f cuyos tinicos
ceros son z=a,, VneN, por lo que la funcion 1/ f es una funcién meromorfa con polos

Unicamente en z=a,_, VneN.



