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Problema 1. -
vale(2.0) Determine si las siguientes afirmaciones son veraderas o falsas

a) El orden de una funcion eliptica es al menos 2. ord( f) = 2

b) Sea wy.we € C (B-LI), L = w1 & + we& el reticulo asociado. Entonces se cumple que

> G =0

wel*

para todo entero n positivo e impar.

Demostracién:

a) Verdadero.

Sea f funcién eliptica y supongamos que ord(f) < 2. Como f es eliptica sabemos que debe de ser
meromorfa, por lo que no puede pasar que ord(f) =0 entonces necesariamente tendriamos que
ord(f) =1, es decir, f tendria un polo simple (digamos z,), pero por el teorema 1 (7 noviembre)

se debe de tener que

0= Z Res(f,z,) = Res(f,2,) < li_)m f(2)(z=2,) =0 < 2, es removible!!!
2 el 7%

pero esto contradice que z, fuera un polo simple (ademés de que también dirfa que f es entera),

por lo tanto ord(f)>2.
]

a) Verdadero.
Por el desarrollo hecho en clase, tenemos que

o0 -S| T e

wel

pero como la funcién g es par, tenemos que no puede haber exponentes impares en la expansion
de Laurent, por lo que los coeficientes impares son cero, es decir
) 9
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1 . 1 .
(n+1) z o2 =0, Vn impar < Z oD =0, Vn impar

*
el wel

Problema 2. —
vale(2.0) Sean los reticulos L = wiZ + wZ v L' = wZ + w,Z donde cada par de generadores
es B-linealmente independiente. Demuestre que ambos reticulos coinciden si v solo si existe una

matriz
a b
c d

con determinante £1 tal que

Demostracién:
=] Como los reticulos coinciden y sabemos que dado un reticulo solo hay 4 vectores los cuales
estan sobre el origen y sobre el reticulo, los cuales son

por lo que

)
)

(&)

®

9 3 94 2

donde la matriz tiene determinante +1 (esto es checando todas las combinaciones).

. ! ’ ’ ’
<] De la matriz obtenemos que o, =ao, +bw, y o, =co, +do, por lo que o, ,0, €L ya que
son generados por este. Reciprocamente tendremos que como el determinante de la matriz es +1
entonces es invertible y por lo tanto

o' |1(d -b) (o

=

002’ t1{—c a ®,

1

por lo que analogamente ® ,w, € L'. De esta manera dado que ambos pares de generadores

pertenecen al reticulo opuesto tendremos que todos los elementos generados también, es decir,
L=L".
]

Problema 3.
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vale(2.0) Sea f : C — C funcién analitica con periodo w. Pruebe que existe {a,} < C
(coeficientes de Fourier) tal que
O
i,
flz)= E a, €= "
n= o

(Hint: use la funcién h(v) := f(3= logv)).

.7 .7 * —~ *
Demostracién: Notemos que la funcién h: C — C es meromorfa. En efecto, para cada v e C
tomamos su logaritmo con una rama conveniente y esto no dependerd de la rama pues si tenemos

w,, w, dos ramas de v entonces w, =w, +2nik por lo que h(w,)=h(w,) entonces esta bien

2 1
definida y es analitica. Por lo que tendra una serie de Laurent

2

pero h(e?™") = f(=2log ™) = f(=2 2miz/w) = f(z) por lo que
271 273

f(Z) — h(@?ﬂiZ/m) _ z aﬂ@[?nni/w]z

n=—o0

Problema 4. —

vale(2.0) Sea wy, w2 € C (R-LI), L = wiZ + waZ el reticulo asociado y f : C — C una
funcidn eliptica con periodos en L. Si f tiene ceros z, v polos p., & = 1,--- ,m (contando
multiplicidades) en el paralelogramo fundamental, demuestre que

e e

Z 2p — Zpk e L.
k=1 k=1

por que el nimero de polos v ceros coinciden?

Demostracion: Primero veamos que el numero de polos y ceros de una funcién eliptica coinciden.

O Si f es eliptica entonces por el teorema 1 (nov 7), f tiene un ntmero finito de polos en el
paralelogramo fundamental. Entonces, como 1/ f también es funcién doblemente periédica
necesariamente debe de ser meromorfa, es decir, también es funcién eliptica y por tanto f también

tendra un nimero finito de ceros en el paralelogramo fundamental.

Con esto tendemos que la funcion f’/ [ es eliptica (' es eliptica y 1/ f lo es) con los mismos
polos de f, por lo tanto por el Principio del Argumento sobre uno de los paralelogramos

tendremos que (aqui asumimos que la funcién no tiene polos en la frontera, pues de tenerlos
podemos usar otro paralelogramo)

——2dz = # zeros — # polos

1 e f2)
2111'2—& f(2)



Tarea 7 Lorenzo Alvarado

pero como f’/ f es meromorfa en R tendremos que

donde la suma de los residuos es cero por el teorema 1 (7 nov), por lo que

# zeros —# polos =0 < F zeros = # polos

O Ahora, nuevamente aplicando el Principio del Argumento al paralelogramo fundamental (por
lo mencionado anteriormente podemos hacerlo) y dado que la curva 6R es homotépica a un punto
entonces

1 Z m m
27 (JS )d sz_zpk

6R k=1 k=1

por lo que separando a 0R =1, +1, +1, +1, como en la clase, tendremos que

') dz =L (z—z—ooQ)f,(Z) dz =J.l szz—I (z+(02)f,(z) dz

P AL !
QJ.ll f(z) d 22 2-[ f(Z) f(z) 1 f(Z) L f(Z)

L
S
2240, Z Z

f'(Z) _ f'(z) _ f’(z) 3 f'(z) f'(z)
J-l4 ) dz = mlL %dz = .[14 (z—2z~— wl)%dz =), zrz)dz - L4 (z+0,) i dz

.(Dl

= j zf(z)dz+j zf,(z)dz
z=zto, vl f(Z) l f(z)

por lo que

1 'z, M » :L M 2

%[%h%dz mljzl f(z)d} 2niif(z)d
Entonces

ST SIS B R C P Md}

; ’ ;pk 2m{ 2L4 f(z) 1.[11 e
pero
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I 112 g, - log flw) log1 = 2nmi
L f(2) f(0)
I /) dz = log fw,) =log1 = 2mmni
L f(2) f(0)
por lo que
izk _ N Py = 0,0 —0;m el
k=1 k=1

Problema 5.

e(2.0) Sea = w1 & + weZ el reticulo generado por wy.we € C (B-L.I}) v o la funcidn
wvale(2.0) Sea L Z Z el reticul 1 EC(BLI)yplaf
p-Weierstrass asociada a L. Demuestre que

(#'(2)" = 4(p(2) — e1) (p(2) — €2) (9(2) — e3).

donde

g = ﬁJI'l.,;.'[f-"lgjl. £a = L,Jfk‘_:f-'rg.;l. £g = U{

W + e,
5 )

Demostracion: Consideremos z, = col/2, z, = 032/2 y 2y = (0, + 032)/2 entonces por el teorema 2
(15 nov) sabemos que z; es un cero de @' y como ¢(z,) =e;, < (z;)—e, =0 entonces tendremos
que z; es cero de p—e; de orden > 2, pero sabemos que la funciéon ¢ es de orden 2, por lo que

por el problema 4 tendremos que z; es el inico cero y tiene orden 2.

Con lo anterior tendremos que 4(p —e,)(p —e,)(¢ —e,) es una funcién con tres ceros de orden 2.

Ahora, por el teorema 2 (17 nov) sabemos que
[P'()] = 40°(2) - 9,0(2) ~ g,

donde [p']* es una funcién con tres ceros de orden 2 que de hecho son exactamente €€, €5

(teorema 2, 15 nov) por lo que la funcién

[©'(2))*
4(50 - €1>(80 - 62)(50 - 63)

es una funcion eliptica entera, por tanto, (teo 2, 3 nov) es constante

(0]
dp—e)(p—e,)(p—ey)

=0 o [ =Cdlp-e)(p—e,)(@—e)
para saber el valor de C' tenemos

C = lim [p!(z)]Q = lim 4803(2)_9230(2)_93

z—0 4(50(2) - 61)(@(3) - eg)(r@(@ - 63) z—0 4(80(3) - 61)(50(2:) - 62)(80('2) - 63)
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iy, 1 s, 1
i 23) P’z p') g At 4
250 3 P z
"9°(2) Soj(z)4<so<z>—el><so<z>—62><p<z>—e3> 04+h(z) 4

donde las funciones ¢g,h — 0 por lo que C =1, es decir
z—0

40°(2) = g,0(2) = g5 = [P' ()] = Ap(2) — €,) (9(2) — ;) (9(2) ~ ;)



