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. 1 . , . .
Lema 1- Si {1, w,w?,...,w" } son las raices n -ésimas de la unidad entonces

l+w+w +.. +w" =0

Lema 2.- Si {1, w, w2,...,w"_1} son las raices n-ésimas de la unidad y (m,n) = 1 entonces

{1m,wm,w2m,...,w("_1)m} = {1, w, wz,...,wn_l} )

Lema 3.- Si w es raiz de la unidad entonces w es raiz de la unidad también.

La demostracién de estos lemas se ve en cualquier curso de algebra superior II.

Primeramente, veamos una forma distinta a la vista en clase de calcular la cantidad de
subconjuntos de cardinalidad par e impar de un conjunto de tamano n . Se tiene por el teorema
del binomio que

que es la cantidad de subconjuntos de cardinalidad par. Por lo que

C n _ an C n _ on _ ogn-1 _ on-1
z(kj_2 32[2“1}_2 2o

k=0 k=0

notemos que el problema se basé en tomar ingeniosamente la suma de los binomios de la forma
(1+y)" con y = 41 que son las raices cuadradas de la unidad. Con esto en mente haremos el

siguiente procedimiento.
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Libro de Cameron

Problema 4. —

4. Following the method in the text, calculate the number of subsets of an n-set of
size congruent to m (mod 3) (m =0, 1,2) for each value of n (mod 6).

(2n/3)i

Demostracion: Sea y = e entonces 3°, y' y y* son justamente las raices cubicas de la

unidad (esto es de suma importancia, pues usaremos las propiedades de dichas raices), con ello
tendremos la siguiente suma (usando el teorema del binomio)

A+1D)" + 1 +y" + 1+ zn:( } Zn:(:]yk +i[:jy2k
- i=0

=S = 23 ue o )

k=0 k=0

ahora, por el lema 1 y 2 tendremos que si (k,3) = 1 entonces 1 + (y)
quedaran los sumandos donde k es multiplo de 3 en donde

T+ + 0 =1+ + ()" =1+1+1=3

por tanto, nos queda

2+ (L+ ) +(1+97) = 32(@ Z( j [2” L+ )" + 1+ )]
k=0 k=0

pero como y°> =7 tenemos (1+7y)" +(1+y°)" = 1 +y)" + (1 +y)" = 2Re[(l +y)"] y como
on/3)i _ 1 ﬁ _ 3

1+y=1+e( = —+1

5 5 = (1+y)" = ™/ por lo que

z "= lQn + zcos(ﬂ)
3k 3 3 3

es la cantidad de subconjuntos de cardinalidad multiplo de 3 (o congruente con cero modulo 3).
Ahora para las demés congruencias necesitamos hacer un poco de trabajo extra. Sabemos que

<3032 Blat ) Bt

k=0

" ! 3 n+1 2 nm
1§0£3k‘ + 1) + Z(gk + 2) - Z[?)kj 3 - gcos(?) (1)

k=0 k=0

y por otro lado
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(L+y)" =0 +y°) Z( j k- Zn:(:]y% = Z(Zj[y’“ -y
k=0 k=0

k=0

aqui nuevamente, si k& es multiplo de 3 tendremos que y]C - leC =1-1=0,s k=3m+1

entonces g = = Py - PP =y - = J3i y  si k=3m+2 entonces

yk _ y?k — (y3)my2 _ (y3)2my4 — y2 _ y4 _ _\/§i7 por lo que

(14 )" = 1+ o) fz[gknj 2(3“2}

y del lado izquierdo tenemos (1 + )" — 1+ 4*)" = (1 +y)" — (1 + ¢*)" = 2iIm[(1 + )"] ¥ como
(r/3)yi _ 1 3 (/3

1+y:1+€ :§+Z?:

= (1+y" = i por lo que

;[%Z J -

por lo que sumando (1) y (2) obtenemos

k=0

z 2"+1 - 2cos(ﬂ) + iSin(m)

~\3k +1 3 37 V33
Z[ " j = l2” - lCOS(E) + Lsin(m)
“\3k+1) 37 3 30 3 3

y de donde sustituyendo

1 nm 1 nw

= = —2" — —cos(—) - —=sin(—

;)[3“2] 3 3 (3) J3 (3)

por lo tanto, dado n la cantidad de subconjunto de cardinalidad congruentes con 0, 1 o0 2 es
Z[n) = l2” + zcos(ﬂ)
= \3k 3 3 3
Ma')-
o3k +1
N n 1 nr 1 nw

= —2" — —cos(—) - ——=sin(—

Za(%mj 3 3 (3) J3 (3)

este resultado es en general sin importar la congruencia del n con el 6.

n

Lon_
3
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Con el método usado, como se puede observar, es facil obtener los subconjuntos de cardinalidad
multiplo de 3 pero se complica al querer calcular los demés, por lo que, como dato extra, dejo el
siguiente resultado.

Proposicion. — Sea n € N ysea 1 < m < n entonces el numero de subconjuntos de cardinalidad
un multiplo de m es

cos (nlk)

m

Zn:[ n j - 2”2 cos”(%k)

ioo\mk m 2o

2 i ; - .
con y = e2%mi Loty m-ésima, de la unidad.

(2n/m)i

Demostracion. - Sea y = e entonces y°, y',...,y™ " son las raices m-ésimas de la unidad,

con ello tendremos la siguiente suma (usando el teorema del binomio)

k=0 k=0

A+D" +(1+y)" +.+Q+y™ ) = i(:j + Zn:(ijk TR g(:]y(ml)k
= i@j[l ot IR = i
k=0

n , me
(o o vy
k=0
ahora, por el lema 1 y 2 tendremos que si (k,m) =1 entonces 1+ (y)]C + ...+ (ym_l)k =0,
Unicamente nos quedaran los sumandos donde £ es miltiplo de m en donde

(m-1)

R I (7L Ly (VLA =1+1+..4+41=m

por tanto, nos queda
(n
2+ (L) + .+ QY = mz ( j

= g[;}{] = %[2" +Q+y)"+. +(0+ ym—l)n]

ahora trabajaremos con el lado derecho, de donde primeramente tenemos que observar que la
parte de la derecha tiene que ser real, por lo que para cada sumando de la forma siguiente se tiene

n

2 2
1+ cos(—ﬁr) + isin(—“r) cos(narg(l + y"))
m m

n

1+y")" =Re(l+y")" = |1 + yr|" cos(narg(l +y")) =

cos(narg(l +y")) = cos(narg(l +y"))

2 005(12_“ T)
2m

2 cos(l T)
m

ahora, tendremos que si |zl = 1 entonces arg(l + z) = arg(z)/ 2 esto se ve por le siguiente diagrama
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02 04

06 08

ya que los nimeros complejos forman un paralelogramo donde la diagonal biseca el angulo. Por
lo cual

1 1
1T+y")" =2" cos”(lr) cos(n—arg(y")) = 2" cos”(lr) cos(n—rarg(y))
m 2 m 2
= 2" cos”(1 T) cos(nlr2—ﬁ) = 2" cos”(1 r)|cos(n TY—T)
m 2 m m m

por lo que sustituyendo en cada sumando

Z[ ! ] = l[Q" + 2" eos™(5)| cos(2D) + ... + 2" cosn(—ﬂ(m — 1))‘ cos(—nﬂ(m — 1))}
i—o\mk m m m m m
n n 1 m—1 ok mrk: n m— ik
= = — » 2"|cos"(—)|cos z cos" (— nmr
kz_;)(mk] m kzz(:) (m) m Z:: ) s( m )




