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Problema 4. —

1.Completar el siguiente ejercicio. Sea X={1,2,3,4}.

a) Enlistar todas las particiones de X.

b) Enlistar todas las relaciones de equivalencia en X.

c) Establecer una biyeccion entre ambos conjuntos.

2. Demostrar el teorema 3.8.1 del libro de Cameron.
Demostracién:

a) Tenemos que las particiones son 15 particiones

- {{1,2,3,4}}

2] (2. 0aa), (3214, (0028, (2. ()24,
({14}, (2.3

- {02 B {2 B3 B L2l [ 230 {80 249
1,3

b) Las relaciones de equivalencia también son 15
- {1,2,3,4)

@D} u {2347, {22} u{1,3,4, (3.3} U214, {44} u {123, {12 U {34}
L3 o4, (L4 U {23)

{1, 22 U (3,47, {(2,2),3,3) U {41, {(3,3),(4,4) (1,2},
(4,49),04,0} U {23, {11,633} v {24, {22,449 u{1,3)

- {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)}
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c,d) Establecer una biyeccion es practicamente la demostracién del teorema, asi que lo
demostraremos.

Tomaremos la siguiente notacién, dada R una relacién, denotaremos al hecho de que a esta
relacionado con b que normalmente se denota por (a,b) € R o aRb como a ~ b.

Teorema 3.8.1.- Sea X wun conjunto. Toda relacion de equivalencia en X me induce una
particion, y viceversa, toda particion de X me induce una relacion de equivalencia.

Demostracién:
=] Sea ~ una relaciéon de equivalencia (~= R < X x X ), entonces veamos que el conjunto de
clases

X ={z]:2eX}conz] ={z:2~ x}

es una particiéon del conjunto X . En efecto:

e Tenemos de forma clara que X e @(X)

e Supongamos que existen [z], [y] € X_ distintos tales que [z] N [y] # &, entonces tenemos que
existe z € [z] N [y] porloque z e [z] A z ey = z~x A z ~y porloque z ~ y (por ser
relacién de equivalencia) entonces [z] = [y] j!! (esto se debe a que al tener que z ~ y = [z] < [y]
y por propiedad simétrica y ~ z = [y] < [z]), pero habiamos supuesto que eran distintos, por
lo que necesariamente tenemos que [z] N [y] = D V][z] # [y]

e Tenemos que U, _,[z] = X, la primera contencién es obvia pues cada clase es un subconjunto

de X, para la segunda tomemos = € X entonces por la propiedad reflexiva
refz] = zel, 2]

Por tanto, es particién de X .

<] Sea X = {X

Do Xn} particion del conjunto X y definamos la siguiente relacion:

T~y & 7,y e X paraalgin i = 1,...,n

es decir, dos elementos estan relacionados si pertenecen al mismo elemento de la particién. Veamos
que esto es una relacién de equivalencia. Primeramente notemos que si z € X entonces existe
una unica i = 1,..,n tal que z € X, esto es claro de la definicién de particion, pues como
X =U;_ X, tenemos que si z € X entonces z € X, para al menos un i, pero como dos

elementos de la particiéon distintos son ajenos, entonces tinicamente puede estar en uno. Con ello
tenemos lo siguiente

e Sea =z e X, entonces existe un TtUnico ¢ = 1,..,n tal que r e X, es decir,
reX yrelX = z~z.

e Sean z,y € X talesque z ~ y PD] y ~ z. En efecto, como z ~ y tenemos pues que existe un
tnico i = 1,...,n talque z,y € X, = yze X, = y ~ 1.
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eSean z,y,z € X tales que  ~y A y ~2z PD] z ~ 2. En efecto, como = ~y y y ~ 2

tenemos pues que existen dos unicos 7,7 = 1,...,n tal que z,y < X, N yz € Xj, pero como estos

indices son Unicos y tenemos que y € X, X; necesariamente X, = X, por lo que z,y,2 € X, de

donde z ~ z.

Por tanto, es relaciéon de equivalencia.



