Universidad Nacional Autonoma de México
Facultad de Ciencias

Seminario de Combinatoria
Tarea 4

MATEMATICAS

Por: Lorenzo Antonio Alvarado Cabrera

NOTACION: S(n,k) := {:}

Lema.-Sea n >0y k <n+1, entonces

ORI AR AL H

Demostracion: Tenemos que el numero de particiones de tamafio ¥ de un conjunto de tamaifio

n+1es
n+1
k

veamos otra forma de contar esto. El numero de particiones de tamano k serda el total de
particiones de tamafio k que tengan al conjunto {n +1} como elemento de la particiéon mds

aquellas particiones de tamano k¥ que no lo tengan.

Para lo primero, como {n + 1} ya es parte de la particién solo necesito seleccionar k — 1 particiones

non

mas del conjunto de "n" elementos que me queda, (pues al ser un singulete el elemento “n+1” ya
no estara en ninguna de las particiones que tome), siendo en total

Wl

y en el otro caso primero selecciono k subconjunto del conjunto de n elementos (no considero al
ultimo y de esta manera no estard su singulete en la particion) siendo

i

y luego pongo el elemento "n + 1" en alguno del os elementos de la particién, que, al ser k£ tendré

en total
k
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formas hacerlo, por lo tanto, se tiene el resultado.

Problema 1. — Calcula el nimero de Bell para n =5, B.

D

Solucién: Por el lema anterior tenemos que se el niimero de Stirling de tipo II cumple una
relacién tipo pascal, donde cada valor consecutivo de los niimeros de Stirling los puedo calcular
mediante un triangulo

S(1,1)
5210 822
53,1 S5(3,2)  S(3,3)

de donde, por ejemplo, 5(3,2) = S(2,1) +25(2,2) =1+ 2(1) =3, por lo que sabiendo que
S(1,1) = 8(2,1) = $(2,2) = 1 podemos rellenar el tridngulo facilmente solo haciendo cuentas, teniendo
pues

de donde obtenemos que la quinta fila son las particiones en k = 1,2,3,4,5 partes de un conjunto
de 5 elementos, por lo que la suma es el niimero que buscdbamos, siendo

35:1+15+25+10+1:52

|
Problema 2. — Determina los nimeros de Stirling de tipo Il para n =5 y k = 1,2,3,4,5 .
Solucién: Por le problema anterior tenemos del tridangulo que
S(5,1) = 1, §(5,2) = 15, §(5,3) = 25, S(5,4) = 10, S(5,5) = 1
y efectivamente el niimero de Bell es la suma de ellos.
]

Problema 3. — Utiliza el principio de inclusion exclusiéon para determinar el numero de enteros
entre 1 y 1000 que no sean divisibles ni por 8 ni por 7.

Solucion: Sean A = {n € [1000] : 3 | n} y A, = {n e [1000] : 7 | n}, entonces nos piden calcular

|A1“ N Al por lo que, por el PIE, tenemos que

= 3 A = | - Ay - A | + |40

I1c(2?]
= ”1000” - |A1| - |A2| + |A1 M A2|

4 Ay

2
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= 1000 — LIOS(»)OJ - F%OOJ + [ggOJ = 1000 — 333 — 142 + 47 = 572

esto es pues la cantidad de multiplos de un numero n menores a m es Lm J y el hecho de que un
n

numero n es divisible por 3 y 7 entonces n =3k = 7|3k = 7|k = k= 7q porloque n=2lg
y entonces 21 | n y viceversa si un numero es divisible por 21 entonces claramente lo serd por 2 y
7, de esta manera A N A, = {n € [1000] : 21 | n} .

[

Problema 4. —

4. Utiliza el PIE para determinar el nimero de combinaciones con repeticién de tamafio 11 se pueden formar con los
elementos x_1, x_2 y x_3, si x_1 no puede aparecer mas de r_1 =3 veces, x_2 no puede aparecer mas de r_2 =4 veces,

y X_3 no puede aparecer mas de r_3 =6 veces. (Hint: lama A_i al conjunto de combinaciones con mas de r_i elementos
X_i, para i=1,2,3).

Solucién: Por el PIE tenemos que el numero de combinaciones con repeticion de tamano 11 con
las condiciones pedidas seran

fcz[a](_l)l 4,1 = 14a] = |4y | = [ =[] + [ ] + 4] + ] - [4p2)]

:|X|_|A1|_|A2|_|A3|+|A1 ﬁ"42|+|Al mA3|+|A2 mA3|—|A1 N4, N A
contemos cada uno de estos sumandos.

1) En este problema tenemos que X es el numero de combinaciones con repeticion de los elementos
z,,1, y 7, siendo pues las combinaciones con repeticién de 3 en 11

3+11 -1 13
|x| = = =78
11 11
2) Para cada A, haremos algo similar, para el primero queremos contar las combinaciones con
repeticién de 3 en 11 de tal manera que el elemento z aparezca més de r =3 veces es decir 4

1

veces al menos. Para esto simplemente fijamos cuatro z,’s y los agregamos a cada combinacion

1
con repeticion de 3 en 7, de esta manera aseguramos que cada combinacién tiene al menos cuatro

011 )

y de forma analoga tendremos que

(1) o (1

3) Para cada A, n 4 haremos algo similar, para el primero queremos contar las combinaciones

z,’s , siendo entonces un total de

con repeticion de 3 en 11 de tal manera que el elemento z aparezca mdas de r, = 3 veces, es decir,

al menos 4 veces y el elemento z, aparezca mas de n, = 4 veces, es decir, al menos 5 veces. Para

2 2

3
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esto simplemente fijamos cuatro z,’s y cinco z,’s y los agregamos a cada combinacién con

repeticion de 3 en 2, de esta manera aseguramos que cada combinacién tiene al menos cuatro z

2

1S

‘s, siendo entonces un total de

3+2-1 4
(011

y de forma andloga tendremos que

3+0-1 2
|AlmA3|=[ ‘ ]:(szl v A AAl=0

y cinco

este ultimo es cero pues no hay ninguna combinacién donde se repita el primer elemento mas de
4 veces y el tercero mas de 6 veces, pues la longitud maxima es de 11.

4) Para el ultimo igualmente no hay ninguna combinacién que cumpla dichas condiciones pues la
longitud maxima es de 11. Es decir

|4, n A, " Al =0

Por lo tanto, que el nimero de combinaciones con repeticion de tamano 11 con las condiciones
pedidas serdn 78 - 36 - 28 - 15+6+1+0-0=6.
|

Obs.- Un Desarreglo es una permutacién de un conjunto donde no hay ningtin punto fijo por
ejemplo un desarreglo para {1,2,3,4} es (3,4,1,2).

Problema 5. — ;Cudntas permutaciones de {1,2,...,n} hay con exactamente un punto fijo?

Solucion: Primero seleccionamos el elemento que serd punto fijo, para lo cual tenemos n opciones
luego de esto para los n — 1 elementos restantes debemos hacer un desarreglo, pues no puede
haber ningin otro punto fijo, por lo que usando el apéndice de Desarreglos tenemos que seran en
total

A =nD :n(n—l)!ni(_l')k
k=0 '

n-1 k
_1)

AN
! k ",;) k!

o también

e J si m impar

n—1 _ | .
n{(n 1! . 1J si n par

e
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APENDICE “DESARREGLOS”

Proposicion. — El ntmero de Desarreglos de un conjunto de n elementos es

B n (_1)k
p, = w3 EF

Demostracion: Primeramente, recordemos que una permutacion de un conjunto de n elementos
es una funcién inyectiva (por tanto, biyectiva pues la imagen y dominio son lo mismo), en este
sentido podemos ver que un Desarreglo es una funcién inyectiva tal que no tiene ningin punto
fijo, con esto en mente hagamos lo siguiente.

Sea X = {f 2 [n] > [n]: f inyectiva} y sean A, = {f : [n] > [n] : f inyectiva y f(i) = z} para

i = 1,..,n. Con ello tendremos que
[ es desarreglo si y solosi f e ]_ | A°

esto pues si f es desarreglo entonces no fija ningin punto, por lo que f ¢ A,Vi y por el otro
lado si f e (]_ A" entonces f ¢ A,Vi, es decir, no fija ningiin punto. Por lo tanto, por el

Principio de Inclusién Exclusion el nimero de desarreglos sera

D, = Z (_1)‘1‘ |AI|

Icn]
= Mgl =[]+ 4] + T+ [ A A+ A A Al o] =t (D4 20 A
=Ly~ L + L~ L+ +(-1)"'L,

TL|

ahora veamos cada miembro de esta suma. Tenemos que I, es la cantidad de permutaciones del

conjunto X las cuales sabemos que son n!, es decir, L, = n!. Ahora para L, lo que hacemos es

contar todas las permutaciones que fijan al menos un punto, claramente habra sobre conteos,
pero como vimos al inicio esto no nos importard pues al final obtendremos el numero que
buscamos. Para esto lo que hacemos es primero elegimos el lugar del punto fijo donde tengo n
opciones, o lo que es lo mismo de los n elementos selecciono uno, y esto lo puedo hacer de
[n en 1] = n maneras, luego con los n — 1 elementos restantes hago una permutacion, por lo que

[J(n - 1!

formas de hacerlo. Para L, igualmente, vemos de cuantas formas podemos seleccionar 2

hay

elementos que seran puntos fijos, y para estos hay [n en 2] formas de hacerlo y luego para los

elementos restantes hacemos una permutacion, siendo en total

£2j(n - 2)!
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formas de hacerlo. Y haciendo este procedimiento tenemos que

D =nl- m(n D @(n ~ ) (1) [Zj(n —n)!

n

= n n! = n!
- S (-0t S e - b= S

k=0 k=0
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]
Corolario. — Se tiene que
si n impar
D, = ¢ mp
[n_' N IJ si m par
e

Demostracion: Lo probaremos para n impar, el otro caso es parecido, solo con unas
modificaciones. Sea n impar, por la proposiciéon anterior tenemos que

n_ o 1k
D = n!z(i — b
n T AT

PD] nlb = Ln!e’lj PD] n!b < nle’ <nlb+1 (en el caso de n par estas desigualdades

cambiana nlb—-1< nle’ < nlb)

Por un lado, sabemos que para z < 0 y n impar

n k

z _ _
e’ > 2 = el>bh = nlb <nlet

kok!

(en el caso n par se tiene que para z < 1, la desigualdad de la exponencial es al revés)
Por otro lado, tenemos que

k n k ) k ) k
I Y e AN SN G P (D! _ (-1)Fn!
e n! 0 o kz_;] 1 + Z —k' nlb + Z —k!

k= k=n+1 ’ k=n+1

entonces basta probar que el segundo sumando es menor a 1. En efecto, tenemos

- (—1)kn' _ - 1)k n! _ - 1)k 1
Z ko k;; D k(k —=1)-(n+ Dn---2-1 k:Zn;l( D k(k —1)--(n + 1)

k=n+1
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0

—1)fp!
por lo tanto e - n! = nlb + Z EUnt < n!b + 1 que es la segunda desigualdad que queriamos,
k=n+1

con lo que probamos n! b = Ln!e_lj.



