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Problema 2 Cameron. –  

 

 
 
Demostración: Lo intentaremos probar de una forma distinta. Un enunciado equivalente es el 

siguiente: 
 
Teorema. - Sin mk= , entonces una familia intersectante de k − subconjuntos de un n −

conjunto tiene tamaño a lo sumo 1 n
m k

 
 
 

. 

 
Dem. – Veamos el caso en que 2m = , aquí si suponemos que tenemos una familia intersectante 
de k -subcojuntos , tenemos que por cada elemento en la familia, su complemento no pertenece a 
ella, es decir, si tomo 1 descarto la posibilidad de 1 subconjunto, siendo asi que por mi elección 
ya hay 2 subconjuntos descartados, ahora si selecciono otro, su complemento no estará, por lo que 
ahora son 2 2 4+ =  subconjuntos que ya tengo descartados, y este procedimiento lo puedo hacer 
a lo sumo k  veces (así son 2( 1) 2 2k k n− + = =  subconjuntos descartados), es decir, selecciono 
únicamente k  veces subconjuntos  de k  elementos de los 2n k=  elementos posibles, siendo pues 

el total de subconjuntos que tome la mitad del total de subconjuntos posibles, es decir 1
2

n
k
 
 
 

. 
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Ahora en general, , tenemos que por cada elemento en la familia, su complemento no pertenece a 
ella, es decir, si tomo 1 de tamaño k  descarto la posibilidad de 1 subconjunto de tamaño 

( 1)mk k m k− = − , pero este subconjunto lo puedo dividir en 1m −  conjuntos de tamaño k , por 
lo que por mi elección ya hay 1 ( 1)m m+ − =  subconjuntos descartados de tamaño k , ahora si 
selecciono otro, su complemento no estará, por lo que ahora son 2m m m+ =  subconjuntos que 
ya tengo descartados, y este procedimiento lo puedo hacer a lo sumo k  veces (así son mk n=  
subconjuntos descartados), es decir, selecciono únicamente k  veces subconjuntos  de k  elementos 

de los n mk=  elementos posibles, siendo pues el total de subconjuntos que tome la 1
m

 del total 

de subconjuntos posibles, es decir 1 n
m k

 
 
 

. 

 
Este resultado es equivalente, pues si k  divide a n  entonces  p.a n mk m= ∈   por lo que es 
equivalente estudiar los múltiplos de n . Asi mismo se tiene que 
 

1 1 11
1

n n n n n n n n nn k n k k k
n n n mk mk k k k k k k k k
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∎ 
 
Problema 8 Cameron. –  

 
 
Demostración:  

 
( )a   Sean , ( )A B b∈ F  y supongamos que A B⊂ , entonces tendríamos que existe A B⊂  tal que 

   A F F∩ ≠ ∅ ∀ ∈ F  lo cual contradice que B  sea mínimo, por tanto  y A B B A⊄ ⊄ . 
 
( )b   Sea F ∈ F  y y F∈  fijos pero arbitrarios. Consideremos Y  de la siguiente manera: El primer 
elemento de Y  es y , ahora sea 1F ∈ F , 1F F≠  y tomemos 1 1y F∈  tal que 1y y≠ , lo cual 
podemos hacer pues como 1,F F ∈ F  entonces existe algún elemento que no está en los dos al 
mismo tiempo, este será el segundo elemento de Y. Ahora sea 2 2 1,  ,F F F F∈ ≠F  y tomemos 

2 2y F∈  tal que 2 1,y y y≠ , esto lo podemos hacer pues como 2F ∈ F  entonces existe algún 
elemento de 2F  que no está ni en 1 ni en F F  (esto es la definición de una familia Sperner), de esta 
manera podemos proseguir tomando a todos los elementos F ∈ F . Veamos que es el conjunto 
buscado.  
 
•  ( )Y b∈ F . En efecto, tenemos por construcción que   Y F F∩ ≠ ∅ ∀ ∈ F , ahora veamos que 
es mínimo. Supongamos que existe Y Y⊂  tal que satisface la primer propiedad, entonces 
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tendríamos que existe x Y∈  tal que x Y∉  , pero por construcción sabemos que existe un único 
xF ∈ F  tal que x F∈  por lo que tendríamos que  !!!xY F∩ = ∅  lo cual contradice la hipótesis, 

por lo tanto Y  es mínimo. Con esto ( )Y b∈ F . 
 
•  Igualmente, por construcción { }Y F y∩ = . Terminando la prueba. 

∎ 
( )c  

]⊆  Sean , ( ( ))X Y b b∈ F  entonces como  y X Y  son mínimos por definición, se tendrá que 
 y X Y Y X⊄ ⊄  y además como  y  ( )X F Y F F b∩ ≠ ∅ ∩ ≠ ∅ ∀ ∈ F  se tiene pues que 

,X Y ∈ F  de tal manera ( ( ))b b ⊆F F . 
 

]⊇  Sea Y ∈ F , y sea ( )F b∈ F   PD] Y F∩ ≠ ∅  y Y  es mínimo.  Como ( )F b∈ F  tendremos 
que F Y∩ ≠ ∅  por definición. Ahora supongamos que existe Y Y⊂  que cumple la primera 
condición, entonces tendríamos que Y Y∩ ≠ ∅  y por tanto F  no seria mínimo en sus 
condiciones, lo cual no puede pasar, por tanto, Y es mínimo. De esta manera ( ( ))b b⊆F F . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


