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Combinatoria Analitica

Tarea 1

Por: Alvarado Cabrera Lorenzo Antonio

Problema 1. Sea B una clase combinatoria sin elementos de tamano cero. Suponga que
M = MuCon(B) y P = Pot(B)

Demuestre que se satisface la ecuacion funcional de Vallée:

por lo tanto

R ) (R R ) (e R N (PR B | (e B

Demostracion. — Usando el teorema generalizado de newton obtenemos lo siguiente:
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PPor lo tanto
|
[Z’H]i(l ~V1-42) = 1(271 - 2]

n—1

Problema 3. Sea T la clase combinatoria de las triangulaciones de los (n+2)- poligonos (con
n=0,1, 2, ..). Encuentre una especificacion recursiva de ¥ . De esta especificacion deduzca una
ecuacion funcional satisfecha por T(z). Identifique la cuenta sucesiva de T

| Solucién. — En clase probamos que la clase combinatoria de las triangulaciones y la clase]
i combinatoria de los arboles binarios eran isomorfas, por lo que la especificacién recursiva serd |
i I
i T=C+IxZx% |
i I
| por lo que su funcién generadora cumple la ecuaciéon funcional: I
i I
T(z) =1+ T(2)2T(2) |

I

I

|

I

|

I
I
I - de donde se obtiene que
I
I
I

50¢ 508508 508 50 50 5608 508 504 504 50 50 560 508 508 50 S50 50 560 508 508 50 50 560 560 508 508 50 60 508 560 508 508 508 510 50 560 508 5608 504 510 50 560 5608 5608 508510 50 560 508 508 508 510 50 530 508 508 508 510 50 530 5608 508 508560 50 530 508 508 508 510 50 530 508 508 508 50 50 560 5608 5608 50 510 510 530 5608 5608 508510 10 530 5608 5608 508 510 50 530 5608 5608 508 510 10 530 508 5608 508510 10 530 5608 5608 508510 50 530 5608 5608 508 510 50 530 5608 5608 508 510 50 530 5608 5608 508 50 50 530 508 508 508 510 510 530 50K 50 S0
<30d5035050350¢50850508 30850850508 50850508 50850850508 308508508 50850503508 5085050 30850850508 508504508 50850450508508508508 508508503508 50850950 30850850508 50850508 50850450508 3085085085085 50350¢ 50850950 30850850508 508504508 508508508508 3085085085085 50350¢ 50850850 30850850508 5085045035085 308508508 508508503508 508504508 30850850508 508504508 508504508508 3085050850850 5035085085045 308508508508 5085050850K%

$0d50850350850850350850850350350850450850850d50850850d50850850d50850850d50d50850d50d50850d50d50850d50d50850d50d50850d50d50850d50d50850d50d50850d50d50850d50d50850d50d50850d50d50850d50d50850d50d50850d50d50850d50d50850d50d50850d50850850d50850850d50850850d5085050d50d5050d50d50850d50d50d80dS0d50dSeds0dS0ds0d50d50d50d50d50ds



od9od50d3085085ad50SedbodbedS0dsadbadbadbad bed el bodsadiadbadiadsedbed Sedbadbadiadbadbadiod el bodhediadsadiadbadbad sed el bodhadiadbadiad sedbad el sadbadiadbadbadiod el hodhediadsadiadbadbadsed el odhediadbadiodsadbad ol gl badiadiadbadbod el bodbedSedsadiadbadbad sed el odhediadbadiad sadbad odbad sodbad bedbadbadbadbadsodbads

Problema 4. Determine cuales de las siguientes clases combinatorias son isomorfas y, de ser el
caso, construya explicitamente los isomorfismos combinatorios entre cada par de clases.

i) 9B = arboles binarios, TAMANO: numero de nodos binarios
ii) O = collares binarios, TAMANO: longitud del collar
iii) T = triangulaciones de (n+2)- poligonos, TAMANO: numero de triangulaciones

iv) & := arboles planares generales, TAMANO: orden del arbol

| Solucién. — Solo son isomorfos, los arboles binarios y las triangulaciones pues por cadal
| triangulaciéon puedo construir un drbol binario de la forma siguiente: Tomamos una triangulacion|
I de un poligono, luego por cada lado de los tridngulos trazamos un punto y una recta hacia los|
| tridngulos adyacentes .

I
| La figura resultante serd nuestro arbol binario, y viceversa podemos construir a partir de un arb01|
| binario una triangulacién. |
l i
| Los otros dos no son isomorfos entre si, debido a lo 81gu1ente Si consideramos los collares blnarlosl
| de tamarno 4, tendremos que son 6 en total, es decir R,

o O OO0 o0 o o [ W) o0
o0 OO0 OO OO Oe eO
Y sin embargo, el numero de arboles generales de tamano 4 solo son més que 5, es decir, G, = 5.

E A

| Por lo que no pueden ser isomorfos. (También notamos que no seran isomorfas a ninguna de las;

| dos primeras pues T, = 14 )
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Problema 5a). Una camino de Dick es un camino finito en el enrejado Z* x 7" que comienza
en (0,0), en cada paso se mueve una unidad a la derecha ya sea en diagonal hacia arriba o

diagonal hacia abajo (", ), y termina en (n,0) para alguna n € Z* (en este caso n es el

tamano del camino). Encuentre la funcion generadora de la clase M de los caminos de Dick.

M "Solucién. — Primeramente, notemos que un camino de Dick siempre empieza con un !

- movimiento diagonal hacia arriba /", pues nuestra drea de movimiento es Z* x Z* por lo que el |

primer movimiento no puede ser hacia abajo y similarmente siempre termina con un movimiento :

hacia abajo, pues no puede llegar desde més abajo del eje x. Lo segundo que hay que notar es que !

|
I
- para que un camino cualquiera (interpretando por camino a una sucesién de subir y bajar) sera de !

- Dick si y solo si el niimero de veces que se sube es igual al numero de veces que se baja, y esto es I
- claro pues cada movimiento de subir y bajar me suma y resta en 1 el valor de la coordenada en y I

I

I

| - ) , , ,

i por lo que la tnica forma en que una sucesiéon de 1°s y -1’s me de cero es que sean la misma .
I

I

- cantidad. Esto también me dice entonces que NO hay caminos de Dick de tamano impar (pues no -

-hay forma en que sean la misma cantidad de subidas y bajadas), entonces todos los caminos de
- Dick son de tamano par.
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| Con esto ya podemos dar una especificacién de los caminos de Dick. Un camino de Dick no es més |
| que una sucesién de vy v, donde cada sucesién (camino) empieza con el simbolo /* seguido |
I de una sucesién caminos de Dick y termina con el stmbolo \ (notemos que no hay caminos de |
|
I
|
I
|
I
I
I
|
I
|

: tamano cero pues por definiciéon n € Z"). Entonces la clase queda caracterizada por
! M =" Suc(M) \

I

I

- Por lo que la funcién generadora cumplira la ecuacién funcional:

2
z

1
M(z) = Zl——]\/[(z)z & M(z) = 1——J\/[(z) & M(z) - M*(z) = 2°

1-+V1-42°

& M@)-MR+22=0 < M_ =
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“de donde prosiguiendo como en el problema 2, obtenemos que

2n — 2\1

n-1)n

I
I
I
I
I
:por lo que M, =
I

Problema 5a). Una camino de Motzkin es un camino finito en el enrejado Z* x Z* que comienza
en (0,0), en cada paso se mueve una unidad a la derecha ya sea en diagonal hacia arriba, diagonal
hacia abajo o en horizontal (/', v, — ), y termina en (n,0) para alguna n € Z* (en este caso

n es el tamarno del camino). Encuentre la funcion generadora de la clase M de los caminos de
Dick.

Solucién. — Haciendo el mismo andlisis podemos notar que la caracterizacién es igual a los |
- caminos de Dick, pero notando un cambio importante, y es que al inicio de un camino ahora |
- tenemos dos posibles opciones, o subimos diagonalmente o nos mantenemos horizontales y en dado |
- caso el camino terminard (otra importante es que ahora si puede haber caminos de tamafio impar), ! I
- por lo que la nueva caracterizacion sera: I

M = + ./ Suc(M) \

- Por lo que la funcién generadora cumplira la ecuacién funcional:

M(z)=z+zl;z & Miz) =z2+—2— & M) - M(2) = 2z - zM(2) + 2°

(z +1) \/(z+1 A2 + z)
2

o Mp<-ErD-V1-2-37 M(z)lez—%\I(1+z)(1—3z)

2 2

& M@ -@+DMR+2+2=0 < M(z)=
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IPor tanto M(z) = z + Z[Z(/ j[ / kj 3)""% 12" de donde concluimos que el termino
n —

| n=2 kOk

- 1/2 1/2
igeneral vendra dado por M, = 1y Vn > 1, M = - Z[/ j( / j )k
ok J\n—k
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Problema 6. Encuentre la funcion generadora del lenguaje £ que consiste en todas las palabras
binarias sobre el alfabeto {O, 1} tales que ninguna palabra de £ contiene al factor 00.

[ "Solucién. - Una palabra de este tipo es como la siguiente
|

! 101101110101101011
I g1
| Por lo que la podemos caracterizar de la siguiente manera: Empezamos con una sucesion de 17s
ique puede ser vacia, luego tenemos una serie de sucesiones que son de la forma, una sucesion de
| un cero seguido de una sucesion de 17s, y al final hay dos opciones, o terminanos con los 1°s que
| ya tenfamos o terminamos con un tnico 0, por lo que nuestra especificacion es:

I

i £ = Suc(l) x Suc(0 x Suc, (1)) x (E + 0)

!

I por lo que su funcién generadora serd

!

1 1 1+2

1—z'1_(z)( 1 _1j ]

: Por lo tanto

h
—
N
=
I
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