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Combinatoria Analitica

Tarea 4

Por: Alvarado Cabrera Lorenzo Antonio

Problema 1. Demuestre que [z"_k]; = o
(1 az)k+1 k

| Demostracion. - Usando el binomio generalizado de newton, tenemos !
! :
I 1 (k-1 (caz)” — (—k -1 - !

. —_— = —az)" = (—a)"z
I A - az)"*! nz() n ,;0 n I
| i
| entonces |
I .
I
| . 1 %k -1), .. k= D(k =2 (k=1 =K +1), . nr n ;
R S capt _ R DR =kl B D s
| (1_az)+ n—k (n—k’)' |
! | (Ch =Dk =2 (o) ke (B DE D) |
| (n —k)! (n — k)! |
| 4
| — an—k n |
b |
| 4
P L

Problema 2. Sea C = Suc(Suc,,(2))la clase de las composiciones de enteros.

a) Encuentre la funcion generadora ordinaria de la clase.

b) Encuentre la funcion generadora ordinaria bivariada C(z,u), donde la variable uw marca el
pardmetro x : C — N que regresa el numero de sumandos. Estime la esperanza de x en C, con
n =5, 10, 100, 1000.

¢) Encuentre la funcion generadora ordinaria bivariada C(z,u), donde la variable uw marca el
parametro x : C — N que regresa el numero de sumandos igual a 1. Estime la esperanza de
en C con n =5, 10, 100, 1000.

d) Encuentre la funcion generadora ordinaria bivariada C(z,u), donde la variable u marca el

parametro x : C — N que regresa el numero de sumandos igual a k. Estime la esperanza de x
para los valores con k=1, 2, 3, 10 en C con n =5, 10, 100, 1000.
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Solucién. —

a) En este caso la funcién generadora ordinaria sera

C(z) = 1 1oz 1+ 2" s

1_( z j 1-22
1-=z

b) Tenemos que la clase estd determinada de la siguiente manera:
C' = Suc(p x Suc,,(Z))

entonces
1 1-2
C(z’u> = = = C(Z,].) = C(Z)
( z ) 1-(1+ uz
1-|u-—2—
1-2
y de donde
Qz) = 6C(zu)| 2(1-2) Zn+12"2”
ou ]' -2z ) n=1
-y entonces la esperanza vendra dada por
n n—2
E, (x) = [2"]Q(2) _ (n +1)? _n+l1
n ["]C(z) n21 2"~ 2
y entonces
E, (x) = = 3, E, (X) = 50.5
10 +1 1000 + 1
ECIO (x) = 5 5.5, Ecmo0 (x) = =5 - = 500.5

¢) Tenemos que la clase estd determinada de la siguiente manera:
C = Suc(p x Z + Suc,,(2))

|
|
|
|
|
|
|
|
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|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| 5+1 100 +1
%) =
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 entonces
1 l=g
C(zu) = >~ = ~ = C(z1) = C(»)
1—[uz+ z J Q-u)1l-2) -2
l=2
y de donde
2 0
R LN R k) MRS A S
Ot (1 -22) n=2
'y entonces la esperanza vendra dada por
2"z n+2)2"°  n+2
B, () - B0 _ (e 2
" [2"]C(2) 2 4
-y entonces
5+ 2 100 + 2
Bo(x) = —— =175 B, (X) = —— =255
10+ 2 1000 + 2
Ecm (X) N 4 =3, Ecmoo (X) = ——— = 250.5 I
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I d) Tenemos que la clase estd determinada de la siguiente manera:
I
i C = Suc(p x Z2F + Suc,; L (2))
|entonces

! G 1 _ 1-2 = C(z1) = C(2)

1_(uzk+ z _zk] 1-22—(1-2)(u-1)27

i 1-2
|y de donde
i ) zk(l_ )2 < n2n

=25+ Z(n +3)2" 2" = Ry z (n—k + 3)2"F2,m
n=1 n=k+1
-y entonces la esperanza vendra dada por

_ ek _ (n —k + 3)2" k2 _n-k+3
[Zn]C(Z) n>k+1 2n—1 2k+1

Cy

y entonces

Q
o)
=
=
I

1: ya lo hicimos en el inciso anterior

Q
=)
=
ol
I
[N]
i
Z
I

5+1 100 + 1
= 0.75 EC (x) =

100

10 + 1 1000 + 1
= 1.375, Bg,, (X) = = = 125.125

1000

= 12.625

‘O
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5
=
I
w
&
Q
3
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5 100
E = — = 0.3125 E = = 6.25
c (x) 16 C (x) 16

100

10 1000
Eow (X) = E = 0625, Eclooo (X) = ? = 62.5

‘O
o
=
ol
Il
[
[e)
&
Q
£
Il

I
|
I
|
I
|
|
|
I
|
I
|
I
I
!
! E, (x) =
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Problema 3. Sea T = Z x Suc(%) la clase de los arboles planos enraizados, el tamano es el
numero de vértices.
a) Encuentre la funcion generadora ordinaria de la clase.

b) Encuentre la funcion generadora ordinaria bivariada T(z,u), donde la variable v marca el
parametro x : ¥ — N que regresa el numero de nodos con k descendientes. Estime la esperanza
de x en T con n =5, 10, 100, 1000.

¢) Encuentre la funcion generadora ordinaria bivariada T(z,u), donde la variable v marca el

parametro x : ¥ — N que regresa el numero de nodos terminales. Estime la esperanza de x en

T, con n =5, 10, 100, 1000.

Te) = 7—r — = T =+-iVi—4
1-T(z) 2

T(Z) — i (_1)n+122n—1 (1/2J P

|
i T, = Zx(nxEF + Suc, (%))
|

:entonces

I : 1 ,

i T.(z,u) = 2(uT,(z, w) + m — L. (2, w))

| z

i = T (zu) = 2(u — DT, (2 w) + T(ZU)

: E\%s

: = T(zu)(l - T (zu) = 2(u - DT, (2, w)(1 - T.(z,u) + 2
i

!

k = 2 queda un polinomio de tercer grado, y no vi forma cerrada de calcular el enésimo
I )
i termino)

= T(zu)(l-T(zu) = 2(u — DT(z,u)(1 = T(z,u)) + 2z
= T(zu) - T(z,u)’ = 2(u — D)(T(z,u) — T(z,u)?) + 2
= T(z,u) - T(z,u)? = 2uT(z,u) — 2uT(z,u)? — 2T(z,u) + 2T(z,u)’ + z
= wTl(z,u) - T(zu)® - 2T(z,u)* + T(z,u) + 2T(z,u) — 2uT(z,u) —z = 0
0
0

= (uw—-1-2)T(zu) + (1 + 2 - 20)T(z,u) - 2

= (2u—-1-2T(zu)? + 1+ 2z - 20)T(2,u) - 2

11 4z
2 2u-1) -1
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| 0T (z,u) | 2z

i Qz) =
|

-y entonces la esperanza vendra dada por

[2"1(2)

— i (_1)n+122n—1 _1/2 zn
n=1 n—1
-1/2

n-—1 n-—1

ET (X) =

2 [2"]T(2) n1 (—1)r gL 1/2 1/2

|

i

i

i

i

iy entonces

i -1/2
: B, (x) = % = 10,
I 5

i ~1/2
i 10 -1
i T
i 10
i

|

= 20,

¢) Este nos comento que ya no lo hiciéramos.

n

~1/2
100 -1
ETmo (x) = 1/2
100
~1/2
1000 -1
ETwoo (X) B 1/2
1000

= 200

= 2000
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Problema 4. Sea £ = {A, U,C, G} el alfabeto de cuatro letras y A* el lenguaje cuaternario.

a) Encuentre la funcion generadora ordinaria bivariada L(z,u), donde la variable v marca el

pardmetro x : A* = N que regresa el numero de ocurrencias de la palabra UAG.

b) Estime la esperanza de x en A" con n = 5,10,100,1000 .

¢) Estima ahora la esperanza de x en B , donde B c A es el lenguaje en donde no ocurre la

palabra GAU, con n = 5,10,100,1000

| Solucion. —

|En este problema no pudimos llegar a nada después de unos dias intentandolo. Entre yo y mi |

| hermano a lo mas que pudimos llegar es a la funcién generadora

!
I 1 1
: +

1

M(z) =

- +
! 1-42 (—2)3 cu+ (1 - 42) z3+(1—4z)

I sin embargo, esta cuenta de mas algunas cosas y otras no. Es lo mas cercano a lo que llegamos, :
| pues tratamos de trabajar con la especificacién de S el lenguaje de las palabras que no tienen a -

| UAG como factor, pero tampoco llegamos a nada.

1 1
~hl[z ] :=-

Series[hl[z], {z, @, 9}]

(3841 + 256 u + u®) z° + [[15116 + 1288 u + 12u?) 2 +

I
I
I
I
i 1+42z+162° + (63 +u) 2’ + (248 +8u) "'+ (976 +48u) z° +
i
I (59488 + 6144 u+ 96 U | z° + (234111 + 28672 U + 640 U* + U’
I
I

+ + H
1-4%7z (-2)"3%u+ (1-42) 273+ (1-42)
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