X

KKK X0 00K 0K 50K 20K X 0L IOK 50K d0C XX 0K 0K 0K 50K X0 X0 0 0K 0K 50K 20K X0 X 0K K 50K p0C X0 0K 0K 50K 20K J0X 0K 0K DK S0K X0 XX 0 0K DK 50K 20K JX X 0K 0K 50K 00 XX X 0K 30K 50K p0C p 0 0K K 50K 00K dX X 0K K 50K p0C XX 0K 0K K 50K 20K X 0K 0K K 50K 30 X0 X 0K K 50K 20K d 0 0K K 50K 00K JX X 0K K 50K 30K d0X X 0K K 50K p0C dX 0K 0K K 50K 20K d0X 0K 0K K 50K p0C p X 0K K 50K p0C d 0K 0K 0K 50K p0C d 0K K

Analisis Complejo

Examen 1

Por: Alvarado Cabrera Lorenzo Antonio

Problema 1. FEvaluar las siguientes integrales de contorno:
. sin(z)d
(7) -[Iz—z‘I=3e z

() J"Z_ log()

|  Demostracién. — I
I(L) Notemos que por la regla de la cadena la funcién f(z) = exp(sin(z)) es entera, por tanto,i
Ihaciendo uso del teorema de Cauchy sabemos que la integral serd 0. |
! I
|(77) Notemos que el corte de rama del logaritmo no toca a nuestra curva, por tanto, tendremosi

'que la funcién f(z) = logz serd holomorfa dentro y sobre la curva, entonces por la Formula !

!Integral de Cauchy tendremos: I

log(z) b e 2T (n-1)
I‘HH Loy LA

! I
! |
! I
I |
i ¥ /\ de donde f®(z) = (<" (k - 1)1, k 2 1, por lo que i
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—log(1
J‘ log(2) B n! o8l sin =1
—Aj ‘z—l‘:% (Z _ 1)” ( 2’1'”;[)‘ (_1)n—2(n _ 2)|( )1 - sin >1
n—1)! N
0
log(z) sin=1
II -1=1 w02 =3 (=)"2mi
z=l=5 (z 1) —1 sin >1
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Problema 2. Suponga que f es una funcion entera para la cual existe una constante M > 0 tal
que

lf(z) < M, vz e C
Demostrar que |f(0)| <My
7()

< ME)", vneN
n! n
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| Demostracién. — Por hipétesis tenemos que de forma directa que para z = 0 |
! I
| O < Ml = 2 |f0) < M |
| I
:ahora consideremos n € N fijo pero arbitrario, entonces de la Formula Integral de Cauchy |
! I
| i
: ! !
| o = 2nf @ gl S, |
i 2mi JBOm) (5 — )"+ 2mi IB(On) 5"+ -
I |
| i
ide donde i
! ! ! 4 ;
| 0] = 22 L < 2, Oy < A My i
I 27 [ B(0,n) Z”+1 21 JB(0,n) |Z|n+1 zeB(0,n) 27 Y B(0,n) nn-i—l |
| | 2T |pett a | 2% h
; _m M J. o |d | _mM I ei im’e” dt = = M J. e"ndt |
| 21t nn+1 B(0,n) 2Tt nn+1 0 I nn+1 0 I
I | n i
| = e'n2n = nl—¢" = nIM|< 3
2Tt nn+1 n n |
I |
!y la prueba concluye despejando lo querido |
I u |

Problema 3. Sea D un dominio simplemente conexo y f,g € Hol(D). Suponga que ges 1 a 1 en
D y que ¢'(z) # 0 para toda z € D. Demostrar que para cualquier curva cerrada ~ contenida en

D se cumple

1) = L] L —d

19(Q) - 9(2)

para cualquier punto z € D\ N .

[ Demostracién. - Consideremos la funcion O
! i
! fOE - 2) i
! _J9Q —g(x) siC#2 i
! 9() i
' i

ly probaremos que es holomorfa. Notemos que dado que g es inyectiva tendremos g(C) — g(z) # 0 |

!para ( # z y dado que f es holomorfa tenemos que para ( # z la funcién es holomorfa, y como |

-g'(z) # 0 la funcién estd bien definida. Ademas |
! I
I o |
| (2 -~z g(Q) —g(z) o= (-2 9'(2) |
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!T*]sto ultimo pues g es holomorfa. Asi tendremos que la funcién h es continua en D y holomorf%
len D \ {z} , por tanto, por el teorema de Morera es holomorfa en D . Asi entonces dada la
I

-Formula Integral de Cauchy (considerando ~ curva cerrada contenida en D)

T U (S I U S (9
i )I“‘( ) 211 L (e a6 211 L 9(Q) — 9(2)
EPFRE ) [ I
g'(z) " 2w v g(Q) — g(2) 2w 9 g(Q) — g(2)

& = L) =

!
|
i
|
! G
|

i

‘NOTA: Hasta esta igualdad llegue, no sé si es que el problema estaba mal redactado o hay algo

|
!
!
!
!
!
!
!
I
[que no estoy notando para llegar al resultado del enunciado. I

Problema 4. Sea Q wun abierto y {fn}::1 < Hol(Q) sucesion tal que converge uniformemente a

una funcion f : Q — C en cada subconjunto compacto de Q. Demostrar que f € Hol(Q).

| .
-uniformemente tendremos

I
! i
| .
. lim | f(2)dz = | lim f (2)dz = J. f(2)dz I
! n—>00 ¢y " Nn—>o " & I
! i
llo cual esta bien definido pues al ser f analiticas y f — f uniformemente, entonces f tambiéni
les continua y la integral existe. Ahora, como f, es analitica en int~ entonces por el teorema de|
:Cauchy |
|
|
I

|por tanto, como la curva fue arbitraria tendremos que la funcién f es analitica en int~, para cada

n—» n—»0

i

j f(z)dz = lim | f (2)dz = lim 0 = 0 |
h N |
i

I
I~ < Q, entonces lo serd en cada punto de €. |
I u

Problema 5. Denotemos por D = B(0,1). Demostrar el lema de Schwarz. Sea f e Hol(D) tal que
fl0)=0 vy |f(z)| <1 para toda z € D. Entonces

(a) |f(z)| < |z|, Vz e D

() |fO) <1

Ademds, si en alguno de los incisos se da la igualdad, entonces f = €I con I la funcién identidad.

|
!
! 9(z) =
!
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IY demostraremos que esta funcion es holomorfa en . En efecto, dado que f es holomorfa estal

!sera analitica y por tanto por el teorema de Taylor
[

o r(n)
g(z) — Zf (0) Zn—l

I
|
I
|
I
-para un cierto radio de convergencia. Con ello :
|
I
|
I
|

— n!
1) © ¢(n)
Ipues para z # 0 coinciden y ademéas ¢(0) = / 1'(0) + z ! 5()) (0)" = f'(0) coincidiendo ambas.
. n! |

3 n=2 !
lexpresiones para toda z, Entonces g es analitica y por tanto holomorfa. Asi dado un subdiscol

lcerrado ¢ = D tendremos por el principio del médulo maximo que existe z, € 0C tal que!

0
I . : . I
] |g(zo)| < |z0| < 1 y como es para cada subdisco cerrado, entonces serd valido para cada valor en el.

I
idisco, es decir |g(z)| < 1 de donde tomando z = 0 obtenemos que | f’(0)| < 1 y ademés para toda:

125 )] < [4- |
! |
!Por otro lado, si pasara que |f(z)| = |z| fz) = fz) =" = f(z) = e®z, que es 10I

z |
ibuscado. |
b i m)

Problema 6. Sea f : D — D holomorfa con f(0) = 0. Demostrar que la serie

F(z) = if(zk), zeD
k=1

IN

define una funcion holomorfa y que F(z) |z| <r<l1.

r
1-r

Demostracion. — Por la definicion de f esta funcién serda holomorfa en D con f(0) = 0 y

ademés |f(z)| < 1. Entonces por el Lema de Schwarz tendremos |f(z)| < |z|, vz e D.

I
I

|Asi sea Q < D compacto, y sea z € {2 entonces por lo anterior
I

| ®

‘alcanzara su maximo, digamos r > 0 con r < 1 pues 2 < D, es decir,

f(z’“)‘ < ‘z ‘ |z| y como € es compacto y la funcién modulo continua, tendremos que:

‘f(zk)‘ < vzeQ

e Tendremos que Zrk < o0, pues es serie geométrica con r < 1.
k=1
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X 0%
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