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Analisis Complejo

Examen III1

Por: Alvarado Cabrera Lorenzo Antonio

Problema 1. Sea D un dominio y {fn}:?:1 c Hol(D) tal que f, — f normalmente en D, con f
no constante.
Si ~ es curva cerrada simple en D que no pasa por los ceros de f, demostrar que existe N € N

tal que para toda n 2 N, f vy f tienen el mismo numero de ceros en el interior de ~ .

| Demostracién. — Sea Q = int~ el cual es un compacto por hipétesis. Entonces tenemos las |
!siguientes: |
[ |
I o '
+e Como f, — f normalmente en Dy cada {f } < Hol(D) entonces f e Hol(D). |
- |

I

!

I
|® Dado que f — f normalmente en D entonces f — f uniformemente en §, por lo que para;

|cualquier € > 0 existirA N e N tal que para toda n > N, |fn(z) - f(z)| < g, para toda z € Q.
! |
iEncontremOS la épsilon adecuada. Como sabemos que f e Hol(D), en particular lo sera en Q y|
ldado que sabemos que f(z) # 0 Vz e ~ tendremos por el principio del médulo minimo que | f| I
!alcanza su minimo en ~, digamos z, € v con |f(z)| > |f(z0)| >0 Vze,y este es el valor!
ibuscado. :
:Consideremos € = | f(z0)| y entonces por la definicion de convergencia uniforme existirda N e N :
jtal que para toda n > N, |fn(z) - f(z)| < |f(z0)|, para toda z € 2, pero |f(z0)| < |f(z)|, por lo tantoi
|para n > N, tenemos dos funciones holomorfas en un dominio de jordan tales que I
l |
i IF,(2) = f(2) < |f(2) i
| |
lentonces por el teorema de Rouché, fy f tienen el mismo numero de ceros. |
I
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Problema 2. Sea a € C, r > 0 y f € Hol(B(a,r) \ {a}). Demostrar que si

I, ol = < »

entonces la singularidad en a es remouvible.

| Demostracién. — Notemos que sin perdida de generalidad podemos considerar a = 0, pues |
|serd un caso particular de este si consideramos g¢(z) = f(a — 2). |
| |
|Dado que f e Hol(B(0,r) \ {0}), tendremos que existird su serie de Laurent alrededor de z = 0, al

Isaber |

o0
> e
n

n=-oo

-la cual convergera uniformemente para cualquier sub anillo cerrado. Con ello consideremos el anillo :

:AP’(0) con 0 < & < p < r, entonces notemos lo siguiente:

[ el = ], e = [T, | 5 0| 5 25

n=-—00 n=-—00

.” Z akzk a z"
Ap m

n=-0o \k+m=n

I

'y dada la convergencia uniforme

I.-IAg(o)IﬂZ)IQ dz = i -I:I.AP Z akz a z"dz Z z “AP “kz a Z"dz

|
I
|
I
I
I
|
I
|
I
|
I
|
I
|
|
| n=—0m T k+m=n n=—w0k+m=n
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

Z ZII “Yea (te) tdidd

n=-wk+m=n

ks p 2T T q
= z Z J- I aktkelkeamtme_lemtdtde
e J0 ’

n=-—wk+m=n

= Z > a4 mJ'.I F+mH1g9k-m) gy g

n=-wok+m=n

- Z > aa m(j t’”m“dt)(j R de)

n=-wk+m=n

Ipero sabemos que

27 2 ik =
I eze(kfm)de _ L Sl.
0 0 sik #m

Ipor lo que
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e —

= 2 EOO o, [ Upt%“dt)
€
n=-—w

|
|
|
|
! Bt
|
|
|
|
|

iahora, notemos que del lado izquierdo cuando ¢ — 0" y p — 7~

|
| ty [ oK = [, e 0 <
|
|

po>T

por hipdtesis, y por el lado derecho

|
HO n=-— n=-—0w
p—o>Tr

!
; lim 2% z |a | (I 2”“dtj = 2w z |a | (I 2"Hdtj
|
|

lpero una condiciéon necesaria para que este lado sea finito es que J "1t < o y esto pasa si y
I
isolo si m > 0, por lo que
|

! flz) = Zanz”
! n=0

I

ipor lo que la serie de Laurent de f en z = 0 no tiene parte singular, entonces la singularidad en -

!z = 0 es removible.
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Problema 3. Encontrar un mapa conforme que transforme la region

Dlz{ze(C:—'n<Rez<1r}enDzz{ze(C:Rez>O}

r Demostraciéon. — Consideremos f(z) = %z’z, entonces

f[D1]={f(z):zeD1}={%iz:—ﬁ<Rez<'ﬁ}={%i(m+z’y):—'ﬁ<m<ﬂ,yeR}
:{%z’x—%y:—‘n<x<ﬂ,yeR}:{ze(C:—%ﬂ<Im(z)<%'n}::A

-Y si consideramos ¢(z) = €, entonces

|
!
!
!
!
!
!
: |
i glA] = {ezeiy : —%’K <y < %’K,Z € R} :
I :
ique es el semiplano derecho, ya que el modulo es cualquier numero real y el argumento esta entre:

i—ﬂ/ 2y 11/ 2. Para finalizar iinicamente necesitamos reflejar el conjunto por un angulo de 9OQ’I
Isiendo esta la transformaciéon h(z) = iz, por lo tanto, dado que todas las funciones mencionadas |

lson enteras, tendremos que el mapeo buscado sera |

Problema 4. Sean g y h holomorfas en una vecindad de z = a. Suponga que g(a) # 0 y que h

tiene un cero de multiplicidad 2 en a. Demostrar que % tiene un polo doble en a y que

S ) - 9900 _ 2 g@h"(a)
R (h’) 2h"(a) B |h”(a)|2

I Demostracién. — Dado que h es holomorfa y tiene un cero de multiplicidad 2 en a sabemos |
!que existird h holomorfa y distinta de cero en una vecindad de a tal que h(z) = (z — a)*h(z), asi |

-dado que g(a) # 0 también en una vecindad de a, tendremos que la funcién |

|

: o) oe) o))
i hMz) (2 - a)*h(z) (z — a)?
I

ise vera de la forma

!

! 9(z) a_y am)

! WNz) (z-a)P? 2-a
|

+ a

I

I

o+ oz —a)+a,(z—a) + - :
I

I
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: hz) = h;(!“) (2 —a) + ';(!“) (2= af + (2 - 0)'L(2)

;por lo que despejando

!

:g(z) = [@(z —a) + h3—(f‘)(z — a4 (2 - a)‘*L(z)} (Z “_—2(1)2 4 z“:la +ay +a(z - a) + ay(z — a)° +-
; - h;(f) 0, + h;(f) o (z - a) + @%(z — @)+ (z - L (2)

; - @% N [h;(f) 0 + h';(!“) a2}(z 0+ (2 - 0P L)

|

|

'pero sabemos que la serie de Taylor de g en z = a es

!

I !

i 9(2) = g(a) + ¢(a)(z — @) + (2 = @)’ Ly(2)
| . |

Iy como esta es unica, necesariamente

h(a)a - _ 9 g(a)
21 2
_h (a)a N h"(a)
21 1 21 2

g(a) =

|
|
|
! 9'(a)
!
|

ique es justo lo buscado.

Problema 5. Una funcion f : C — C se dice meromorfa en C, si es meromorfa en C y si el

limite ‘l‘im |f(z)|, o bien existe, o bien es infinito. Demostrar que toda funcion meromorfa es
Z|—> 0

racional.

| Demostracion. — Por hipotesis sabemos que z = o serd o una singularidad removible, o un|
|[polo para f, por lo que es aislada, de tal forma que existird r > 0 talque f serd analitica en|

!B(oo, r), que no es mas que el complemento del disco B(0,r). Ahora, consideremos L al Conjunto!

:de polos de la funcién f. Dado lo anterior y que f es meromorfa, tendremos que L < B(w,r).

I o I
:Ahora, veamos que necesariamente el numero de polos y ceros en C de f tiene que ser finito.;

|Supongamos por contradiccién que el numero de polos es infinito, entonces como B(wo,r) es |

|compacto, tiene que existir un punto de acumulacién y llamémosle z, a este punto. Entonces dado |

0
Ique es punto de acumulacién tendremos para cada € > 0, B(z)¢) \ {zo} N L # @, por lo que ell

lconjunto B(z,,€) \ {#,} contiene polos de f para toda ¢ > 0!l! Pero esto no es posible, pues nos'
|
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ldirfa que el polo z

, seria una singularidad no aislada, contradiciendo que f es meromorfa. |

'Entonces necesariamente L es un conjunto finito. De forma similar los ceros de f deben ser finitos. |
. |
| . . '
:Con ello llamémosle a,a,,...,a, y m,,m,,..,m a los polos de f y sus ordenes respectivamente y!

I . .7
icon51deremos la funcién

i
! 92) = F@)( - a)" (2 — 0™
|

[la cual serd una funcién entera, y ademés ‘l‘im |g(z)| = o pues ‘l‘im | f(z)| existe o es infinito.
K 2Z|—> o0 Z|—> 0

I
‘Entonces por el problema 6 de la tarea 5 tendremos que la funcién ¢ es un polinomio, digamos

(Z _ a,l)ml '~'(Z _ an)"bn

!
!
: i) = pe) = f(2) = P2)
i

!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
3 |
les decir, es una funcién racional. |

Problema 6 (extra). Sea u e Har(D,R) n C*(D,R). Demostrar la férmula de Poison: Para
a €D se cumple

2
2T . —
1 (e 1 - lal e

S P U —.
Demostracion. — Consideremos la funcién u o §,, donde 5 (z) = == Dicha funcién esta bien|
vA .

definida pues por lo visto en clase S, : D — D. Veamos que es armonica, tenemos
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!
i i
i — I
! 0.0, (uo8,) =0 ((0,uc8)0,5, +(@u0S5)0,.8,) i
I .
| - |
iPero como S, es holomorfa, entonces 0 S, = 0, asi I
| |
i 0.0, (uoS,) =0, (0u08,)0,5,)=0.(0,ucS8,) 8,8, +@u-sS,- 0.0, !
| |
iy nuevamente como S es holomorfa entonces 0 S, también y por ende 0.0 .5 =0 I
i ' !
! = 8.0,(uoS,) = 0-(0uc5,)-8.8, :
I o 4
i = [(8,0,u © 8,)0.8, + (8,8,u ° 8,)8.8, ] - 8,5, i
i !
|pero 0-S, = 0 y por ser u armoénica 0_0 u = 0, entonces I
| |
! 0.0, (uo8,) =[(0,0u°8,) 0+(005,)3.8,] 8,8, =0 :
N N ==
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jpor lo que w o S es harmoénica. Ahora, como es una funcién harmoénica tendremos que cumplira |

ila propiedad del valor medio, a saber para cada r > 0y 2z, € D
!

! 1 2=
| u(S,() = 5,

Ipero si consideramos 2

u(S, (2, + re”))dd

, =0y r =1 tendremos

|
i 1 2% , 1 u(S (2)) 1 u(=2)

! u(-a) = o jo u(S, (€*))d = —— a®) g MNw g,
|

i

© 2mi l4=1 2 2w l=1 2z

E _ _||2
lahora sea w = % =z = w_—i—_a de donde dz = U
1-az 1+ aw (1 + aw)

w+a . . . .
(w) = ——— es un automorfismo del disco entonces la curva permanece igual, asi

1+ aw

1“’%)(14.@—10)2 2 =tw + a (1 + aw)

+aw

—ie®d = 1

0 0 6
0 e” +a(l+ae”) 2w

!

LJ‘% u(e®) 1- laf® J‘27‘ u(e®) 1- laf’

2w 0 ¢ 4 ae® 4+ g
2
1 - lal

(eie) ﬁ d9
le® + 4l

1 2T

2r do

!

'y

!

!

! 1 w(w) 1- laf’ 1 u(w) 1 — laf’
i (—a) J.z=1( dw J.‘Z‘ dw
!

I

|

I

|

I
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