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Analisis Complejo

Tarea 1

Por: Alvarado Cabrera Lorenzo Antonio

Problema 1. Dado n € N, sea G, el conjunto de las n raices de la unidad. Demostrar que G,

es un grupo (bajo la multiplicacion compleja) y que es isomorfo a Z | nZ .

| Demostracién. — Consideremos las n raices n-ésimas de la unidad (, = c1s(2“’“), con |

It = 0,1,...,n — 1. Primeramente, notemos que para cada m € Z, se tiene por el algoritmo de la!
| divisién que existen q,7 €€ Z con 0 < r < n tal que m = ng + r, de tal forma que |
I I
i |
i !
i |

jes decir, con esto probamos que (, = (, < k = m(modn), por lo que hay tinicamente n rafces |

Cm _ CiS(2ﬂTki) _ CiS(Q“(nZH“)i) _ Cis(2wnqz’n+2-ﬁrz') _ c1s(21rqz + 2ﬁrz) _ CIS(2“”) — Qr

|de la unidad y para cada m € Z existe un tnico k = 0,1,...,n — 1 tal que ¢, = ¢ Con elloi

Ipodemos probar que bajo la operacién de la multiplicacién compleja serd un grupo, dado las|
Isiguientes: |
!
l'e) La operacién es cerrada, pues para (, y ¢ se tiene que
I

)c1s(2“nml) = cis(—%(k;m)i) =

ch - CIS(
idonde (,, =~ serd igual a alguna de las n-raices de la unidad (esto por lo hecho al inicio).

0) La operacién es asociativa, pues para (P Qq se tiene que

C\‘k(cmcq) = Ckc‘erq = CJk+(m+q)

suma en Z es aso.

) Existe elemento neutro, pues para (, podemos considerar (; por lo que

CGo = Cro = G

|*) Existen elementos inversos, pues para ¢, podemos considerar (_, (nuevamente usando lo

hecho al inicio) por lo que

I
|
I
|
I
|
I
I
I
!
Cprmprg = Ghomly = Gl :
I
|
I
|
I
|
I
|
I
|
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Problema 2. Sea (X,d) un espacio métrico completo y {Fn}neN una sucesion de conjuntos

cerrados y acotados en X , tales que:

(i) Vn € N se tiene que F, ., c F,
(27) lim diam(F ) = 0

n
n—>w

Demostrar que

DL
S
[

{:vo} , con x, algin punto en X

| Demostracién. — Supongamos que para cada n € N, F # @ y definimos la sucesion {xn}neN |
ltal que para cada n e N, z e (;_ F, . Dicha sucesion esta bien definida, pues dado que F # & |

I o o !
iy Vn e N, F < F, esto me implicara que (;_ F, < F # & por lo que tales z s siempre

I
iexisten. Veamos que esta sucesion es de cauchy. |
I I
‘En efecto, sea € > 0, entonces por (i) sabemos que existird una N € N tal que para toda n > N |

ise tiene que |

| sup d(z,,w,) < € |
z,,w, €F, g

| . R .
-entonces consideremos n,m > N y supongamos sin pérdida de generalidad que n > m, por lo quei

y por definicién de didmetro tendremos que

dado (¢), z € F < F ,esdecir, z ,x € F |
I m m n n m n
| !
| d(z,,r,) < diam(F ) = sup d(z,,w,) < € [
2w eF pues n>N
n n

i n’ |

. I
:por lo tanto, d(z,,z ) < €. Concluyendo pues que {z, }  es sucesion de cauchy, y dado que X I

n’

neN

jes completo, tendremos que la sucesién {xn} es convergente en X . |

neN
| |
|Ahora, para finalizar llamemos por z, al punto de convergencia de la sucesién y probaremos que|

ieste es el punto donde intersecan todos los F , procediendo por doble contencién. Dado lo hecho |

ltenemos que z, € (7_|F pues si pasara que z, ¢ Fpara algin m € N entonces por (1)I

0
¢ F, para toda k > m, de donde obtendriamos (por la convergencia de xn)

¢ F, contradiciendo la construccién de {xn} . Ahora|

| .
itendrlamos que 7

jque existe un N e N al partir del cual z,

Ipor el otro lado sea z e (*_,F , entonces z € F, Vn € N. Ahora consideremos d(z,z,), por lol

lque acabamos de hacer sabemos que |
| I
! 0 < d(z,z,) < diam(F) Vn e N = 0 < d(z,z,) < lim diam(F) =0 .. d(zmz) =0 |

I U n—> 0 " I
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Problema 3. Sean {zj}r? ) ,{w].}yll = C . Prueba la identidad de Lagrange:
J= J=

n 2 n n
2 2 _ 2
Jd J J ik k=g
j=1 i=1

j=1 1<j<k<n

A partir de esa, deduce la desigualdad de Cauchy-Bounyakovsky-Schwarz:

E zaw.| < E |z| E |w|
i J J
j=1 j=1

j=1

Demostracion. — Desarrollando el lado derecho:

2
n n n n n n
zw.| = Z.W, zw. | = Zz.w. ZE@ :Zz.w.ZEw
Jjd i Jji i i i k™k
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 k=1
n n
= ZZz]w/zkwk = 2wz Wy = 2, 2, Wy + Z 2 2, Wy
j=1k=1 1<jk<n 1<jk<n 1<jk<n
ji=k j#=k

n 2 2
Z| J J JOkTiTk kT i7kT G

j=1 1<j<k<n
Z 20 2 2, 2 2 2
= e[ o+ D il fwl” + Jal |w)]
J J J k k J

j=1 1<j<k<n

Pero, por otro lado

2 2 |[ & 2 u 2 & 2 Lo 2, 2 2, 2
j=1 =il
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j=1 j=1 j=1k=1 1<jk<n
2, 2 2, 2 Z 21 2 2, 2
= 2 B+ 2 Rl el = 2kl + 2 [
J k J k J J J k
1<j,k<n 1<j,k<n j=1 1<j.k<n
j=k jzk Jj#k
lde donde
|
I n 2 n 2 n 2 2 2 2
| 2| 2l | = 2l el 2 sl had
J J J J J k
| j=1 j=1 j=1 1<j,k<n
] j#k
|
i 2ol <& 2 2, 2 o2 2
| = |2kl 2l |- 2 Bl el = 2l )
J J J k J J
I j=1 =il 1<j,k<n j=1
j#k
|
| .
i_Por lo que sustituyendo I
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i 3 2 2 2 2 2 2 21 12
) S I D 2 | U e S i AR D S A A R N
Jd J J J k j k k j
I =1 j=1 j=1 1<jk<n 1<j<k<n
| j#k
I n n
| Dkl 2 TEW; + 207 fol” + e fof
= Z, Z|w| — Z ZW,Z,Ww, + 2,W.z.w, + Z |z| |w| +|z| |w|
i J J JOkTET k757 J k k J
| j=1 j=1 1<j<k<n 1<j<k<n
|
i e & 2 e
- ol D3 2 B D D I SR
j J ik k=g
I j=1 j=1 1<j<k<n
|
I

Ipues

|

1 n 2 n n n n

| 2 2 _ e 2 2

] E Zw. = E |z| E |w| — E |zw —zw.| < E |z| E |w|

| 3 J J Jk LA J J
j=1

] j=1 j=1 1<j<k<n j=1 j=1
I

!donde concluimos sacando raiz.

Problema 4. Sea N = (0,0,1), definimos las siguientes funciones ¢ : S' — C y U C > st
dada por

Py ]

2
Lp(p) ~ ! pz, Sip = Sl \N y w(z) ~ (2Rez 2Ilmz Lzl —1)’ siz e C

) )
P 41 1P 1 L)
sip=N siz =
o, p N,

(a) Demostrar que estas funciones son inversas una de la otra, con lo cual S' y C son isomorfos.

(b) Demostrar que @ transforma circunferencias de S' que pasan por N, en rectas de C.

Demostracion. —

(a) Basta probar que o =id y Vo = id.

'Por un lado, sea p e S' entonces

lb(pllj;]:), sipe S'\N

PY(w),  sip=N

2 2
1 (2 Py 72 Py ,(lpl ) +( Py ) _1)

1_p3 1_p3 —P3 1_p3

(bow)(p) = Ve(p) =

od9od50d3085085ad50SedbodbedS0dsadbadbadbad bed el bodsadiadbadiadsedbed Sedbadbadiadbadbadiod el bodhediadsadiadbadbad sed el bodhadiadbadiad sedbad el sadbadiadbadbadiod el hodhediadsadiadbadbadsed el odhediadbadiodsadbad ol gl badiadiadbadbod el bodbedSedsadiadbadbad sed el odhediadbadiad sadbad odbad sodbad bedbadbadbadbadsodbads

50350850850350850830450850850850850350¢ 50850350 30850850508 50850508 508504508508308508508 5085050350850 50850850 50850850508 50850450508508508508 5085050350850 50850850 508 50850508 508504500508504508508 30850508508 5085050¢ 50850850508 5050508 508504508508504508508 3085050350850 508508508 30850850508 508504503508508508508 308508508508 50850350¢ 50850850 30850850508 560850450350850850508 3085050850850

005045035085045035085045035050450350504503505045035050450350504503505045035050450350504503505045035050450350504505050450350504503505045035050450505045035050450350050450505045035050450505045035050450505045050504503505045035050450350504503505045035050350850350850350850350850350850350350



od9od50d3085085ad50SedbodbedS0dsadbadbadbad bed el bodsadiadbadiadsedbed Sedbadbadiadbadbadiod el bodhediadsadiadbadbad sed el bodhadiadbadiad sedbad el sadbadiadbadbadiod el hodhediadsadiadbadbadsed el odhediadbadiodsadbad ol gl badiadiadbadbod el bodbedSedsadiadbadbad sed el odhediadbadiad sadbad odbad sodbad bedbadbadbadbadsodbads

P L (2p1(1 - pg)azpz(l - p3)7p12 + p22 - (1 - p3)2)
3
N

'pero como p € S' = p1 +]a2 +p3 = 1 por lo que

1 2 2 2
(0 o ) {W(Qpl(l—P3)72p2(1—273),101 +py —1+2p, —p°)
N

_ (2 2p3)ap2(2 - 2]73),1 - p32 -1+ 2p3 - p32)
N

(P, Py 13)
N

por lo tanto, o ¢ = id, por otro lado sea z € C, entonces

2Rez 2Imz \2\2—1 .
(¢ o 1)(2) = P((2)) = “p(\z\ul’\z\al’\z\ul)’ sizel
o),  SE=

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
| (2 = 2p,),p,(2 - 2p,),p;(2 - 2p;))
l N
I
|
I
|
I
|
I
|
I
|
I
|
I
|
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2Rez + 4 2Imz 2Rez+2ilm 2
2 2 2
l2” +1 21" +1 l2I” +1 9Rez+2iTm 2
1 PPREIBLE 2 *
= 1= -1 = 2l +1-l2 +1 = =
2 2
21" +1 217 +1 o] €o
o0 0
!por lo tanto @ o = id.
SRR T
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Problema 5. Definamos una métrica en C de la siguiente manera:

d(z,w) = Ju(z) - bw)|, 2w e €
Demuestre que
el
d(z,w) = @+ a+uf’) sz C
2 siw = ©

N/

(2Roz 2Imz \z\Qfl)_(ZRcw 2Imw \w\zfl)

A P Y 2 ) 2 9 9 9 ) 9 3 (C
o P +1 1 17 12 41 ol +1° lwl® +1 " lwl® +1 /Il S1W &
Az w) = ||ﬂ) w(w)" 2Rez 2Imz -1 i o0
ez mz |zl — S1 W =
( Py T o T o ) - (Oa Oa 1)”
I5+1 1 +1 21741
(ERez _ 2Rew 2Imz _ 2Imw \Z\Z -1 _ \w\z—l)
9 9 1
NP WP P WP P WP/l stw e C
Siw = ®

2Rez 2Imz \z\z -1 _
2 72 72 1
P S R P R P s |

2 2 2 2 2
(QR/ez _ 2Rew) + (2Imz _ QImw) + (\z\ -1 lul —1) X
P+ lwl 41 siw e C

2 2 L2 2 Siw =
(2fziez) +(212mz) +(z2—1 _1)
21" +1 21 +1 2" +1

2 2 2 2
21" +1 lwl” +1 21" +1 lwl” +1

(
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4(kez)2 -9 2Rez 2Rew + 4(Rew)2 ) + (4(Imz)2 -9 2Imz 2Imw + 4(Imw)2 ) + ((22 *1)2 -9 L* 1wl -1 + (wzl)z)
(

(f +1)2 P 1 ol +1 (ul +1)2

! (4(1;{ez)2 ) 4 (Z.L(IQmZ)2 ) 4 ((12—1)2 _9 \Z\z -1 1) SII w = O
(o7 +1)? (o7 +1)? (o7 +1)? 21" +1 I

P +1)? P 1 ol +1 (ul +1)2 (2 +1)2 P 1 ol +1 (wl +1)2
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I
| 4(Rcz)2 Jr4(hnz)2 +(\z\2 71)2 _9 4RezRew+4Imz Imw+(\z\2 71)(\11)\2 -1) n 4(Rcw)2 Jr4(Imw)2 +(\w\2 71)2 |
I (1o +1)? (1+12P) 1+l (ol +1)? siw e C,
| A(Re2)? +4(Imz)? + (2P —1y? LE_1 silw = o |
= -2 +1 :
| (12 +1)2 Lo +1 I
I alof +(\z\2 —1)? _9 é,LRezRew+4Iszmw-%—(\z\2 —1)(\111\2 -1) n alul® +(\w\2 —1)? |
I (2 +1)? A+ )1+l (o +1)? siwe C I
! alal? 4 (1 -1y L1 siw = © I
- -25=+1 .
! (12 412 I +1 I
' 1o 1) (l” |
9 _ 2(4RezRew+4Iszmw+(z -1)(lw —1)) ) !
| _ A+l @+l siw e C |
| [2 ol -1 siw = o© |
| o +1 |
| 2 2 2 2 |
2(1+121) (1+lwl”) -8 Re 2 Re w —8Imz Im w —2(I2I” —1) (lwl™ —1) . C |
o 1 E 1
I = 1+17) @+l SLw I
I 1 siw = o |
I 2% +1 i
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