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Analisis Complejo

Tarea 2

Por: Alvarado Cabrera Lorenzo Antonio

Problema 1. Sea Qy G dominios en el plano, y f € Hol(Q) N C*(Q,C) tal que f(Q) < G.

Demostrar que para cualquier funcion u € Har(G,R), se tiene que u o f € Har(,R).

:dado que f € Hol(Q)y u € Har(G,R), por la regla de la cadena la funciéon u o f sera diferenciable |

v existirdn sus derivadas parciales. |

-Ahora, tenemos

| Aluo f) = 40,0 (uo f) = 40, ([(0,u) o f]- 0.f +[(6,u) © f] - 8.f)

!Pero como f es holomorfa, 0_f = 0 entonces

I

i _ _

| Auo f) = 40, ([(0;u) o ] 2.F) = 40, ([(@;w) * 1]~ 0.f)

| = 40, ((0;u) » £) - 0,f + [(0;u) o f]- 40,0,

: = 482 ((aiu) ° f) ) azf i [<aiu) ° f] ' 48262_f

:Y ahora como f e C*(Q,C) entonces 0.f es holomorfa por lo tanto az_f es anti holomorfa y!

|entonces azaz_f = 0, obteniendo

!

! Auo f) = 40,((0u) » f) - 8,f = [((40,8:u) © f) - 0,f + ((40;0;u) o f) - 8,F] - 0,f
I

lde nuevo, tenemos que 0 f = 0, y usando el hecho de que u es arménica obtenemos

50¢ 50508 508 50 50 5608 508 504 504 50 50 560 508 504 50 560 508 560 508 560 50 560 5608 560 508 5608 50 560 508 560 508 50 50 560 508 560 508 560 50 50 508 560 508 560 50 560 508 530 508 560 50 560 508 560 508 560 50 560 560 560 508 50 50 560 50 530 508 50 50 560 50 560 508 50 50 560 50 560 508 560 50 560 50 560 508 50 50 560 508 560 508 50 50 50 508 560 508 560 50 560 508 560 508 560 50 560 5608 560 508 560 50 560 508 530 508 508 50 560 50 560 508 50 50 560 560 560 508 560 50 50 50 560 508 50K 504 50 50 5308 50K 50K %
50350850850350850830450850850850850350¢ 50850350 30850850508 50850508 508504508508308508508 5085050350850 50850850 50850850508 50850450508508508508 5085050350850 50850850 508 50850508 508504500508504508508 30850508508 5085050¢ 50850850508 5050508 508504508508504508508 3085050350850 508508508 30850850508 508504503508508508508 308508508508 50850350¢ 50850850 30850850508 560850450350850850508 3085050850850

| — 2 2

i Auo f) = ((40,0;u) o f)-0.f-0.f = (Au)o f)-|0.f| = ((0)f)-[o.f] =0

|

|Por lo tanto u o f es armoénica.
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Problema 2. Suponga que f es una funcion entera que satisface
f(z) = u(@) + iv(y)

Demostrar que f es un polinomzio lineal.

Demostracion. — Dado que f es entera, cumplira las ecuaciones de Cauchy-Riemann, siendo |

S
I
|

S
I

Ipero esto solo puede pasar si u' y o' son constantes y ademdas iguales, de donde:-

u(r) = ar + ¢, y v(y) = ay + ¢, para constantes a,c;,c, € R, de donde

|
|
|
|
|
[
|
|
flx +1dy) = u(x) + iv(y) = (ax + ¢)) +i(ay + ¢,) = a(x + iy) + ¢, + ic, |
|
|

f(2) = az + ¢ es un polinomio lineal con ¢« € Ry ¢ € C.

Problema 3. Sea G < C un dominio y f € Hol(G). Suponga que existen constantes a,b € R y

c € C, tales que
a-uwz)+b-vz)=¢ Vzel

Demostrar que f' es constante en G . ;Cambia algo si a,b € C ?

[ Demostracion. — Notemos que si pasara que a = b = 0, entonces el problema es falso. Asi]

-consideremos a y b no cero simultaneamente.
-De la igualdad podemos derivar respecto a z e y obteniendo el sistema

a-u$+b-vz
a~uz+b~vz=0<:> = ’ =
a~uy+b-vy 0

Il
<
S

)

0
0

I

S

S
>

ICero, es decir w,v, —uv, =0,y como f es holomorfa tendremos que cumple C-R, de donde

! (vy)v - —vm)vz =0 v, +u° = 0
i u (u,) - u, —uy) =0

|
|
I
|
I
|
I
|Como a y b no son cero simultdneamente, entonces necesariamente el determinante del sistema es:
|
I
|
I
|
|
|
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IEl resultado no cambia si a,b € C, en tal caso consideramos a = a, +ia, y b = b + ib,, de dondel

|de la misma manera consideramos a y b no cero simultdneamente, y si derivamos en la 1gualdad!

lobtenemos

a-u +b-v =0 (@ -u, +b -v)+ia,-u, +b-v)=0
2=

I

!

: a-u +b-u (a, - w, +b -v)+i(ay - u +b-v)
|

1'“x+b1'vx

al-uy+b1-vy

‘realizando el procedimiento andlogo. (en caso de que a, = b

a

[pero de esta podemos tomar el sistema , obteniendo el mismo resultado

Problema 4. Demostrar que las ecuaciones de cauchy-Riemann en coordenadas polares toman
la forma
u_1ov v 1ou

R

¢ Como se veria el operador 0_ ¢

i Demostracion. — Supongamos que f es holomorfa, por lo cual se cumplen las ecuaciones de|
IC R. Ahora, consideremos a f en su forma polar, f(r,0) = u(z,y) + v(z,y) donde se hace el camblol

!x(r, 0) = rcosB y y(r,0) = rsin6, entonces por la regla de la cadena |

ou Oudr Oudy Ou ou . 1| ou ou .
— = —— 4+ ——2% = —co0s0 + —sinb = —| —7rcosh + —rsinb
or or Or Oy or  Ox oy r| oz oy

= — @rcosﬁ —a—vrsmﬁ

CR 7|0y ox

‘por otro lado

Qv _ Quow P vy _ —@rsme + @’I"COSG

|
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
' !
: ® oz oyod oz dy :
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |

por lo que de esta dos obtenemos que = ou = Lov
or r 00
'De forma similar
u _ Ou 6:v+6_u@ = —a—ursin6+a—urcose = —r a—Usine—a—ucose
6 oz 09 oy 00 or oy ox oy
=-r a—”sme + a—ucosé)
CR oy oz
bl |
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! ov oOvdor oOvoy Ov ov

I — = —— 4+ ——= = —cosb + —sinb
i or O0ror Oyor Ox oy

i 0 0 0 10
jpor lo que de esta dos obtenemos que LN Y

; 09 or or r 00

%‘inalmente, de lo anterior tenemos el sistema

!

|

- ou ou ou .

| — = —cosf + —sinb .

. or oz Oy - cosO  sin \(u, | (u,

! ou ou . ou —rsinf rcosf /| u (N

I — = ——rsinf + —rcos0 4

: 0 or oy

i

ipor lo que

| 4 .

i U, | cos sin 0 u.) 1 rcos® —sin®)\(u, _1(uw, - rcosb — (T - sin 0

i U —rsin® 7rcos6 U, r\rsin® cosO )\u r{ w. -7rsin® + u, cos6
Y 0 0 r 0

|

por lo tanto,

)
=.
=

(=)

U =l(u -rcost —u -sine) uw = u_ -cosb —u, -
r\°r 0 = 45 T 0

U =l(u -rsin® + u cosG) w = u -sin® + u, -
r\TT 0 Y r ]

"_“LM—‘

cos 6

!
!
!
!
:y de forma analoga para v, de donde finalmente

1 . 1 .1 1 . 1 ;
o_f = 5 o+ z@y]f — Eazf + z§6yf — E(uz + wy) + z§(uy + v,
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I

I

Iy L . - 1 . . o . i
|= —([u cosf — u —sm@] + z[v cos® — vy —s1n9}) + z—([u sin® + v —cos@] + z[v sin® + v —cose]).
) r 0 r 0 2 r 0 r 0 I
| L L 1, ) o i
= —(u cos® — u, -sin® + v _cos0 — we—sme) +4—(u_sin® + u, ~cos® + iv_sin0 + v, ~cos0) 3
. QN r b r 9T r r - |
I 11 . o . . o . i
= ——[u rcost + iv rcos® + iu rsin® — v rsinh — u, sin @ — dv, sin O + duy cosb — v, cose] 3
! 2 r T T T T I
!= ll[(u + )rc059+(u + )z’rsin@—(u + )Sin9+(u + )icosﬁ] |
| 2 r r r r r 0 0 0 0 |
I 11 , , 11 , , :
= ——[(ur + v )re® — (u, + ive)ie_le] = ——[(@f) re® —(8,f) ie_ze] |
3 2r 2r I
I 11 . ) .
- 0 . —if

= 5;[(@)7’@ (0y) e ]f |
i I
I 1 i0 —i0 |
i 0. = —[re 0, —ie '69] |
I 2r I
I u.
............................................................... -
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o0 azn

Problema 5. Sean {an}:zo y {b }:=0 sucesiones complejas tales que A = X" jaz" y

n

B =% b 2" y suponga que ambas series convergen absolutamente. Demostrar que

n=0
i Zn:an_kbk =A-B

n=0\k=0
y que esta serie también converge absolutamente.

|  Demostracién. — Llamemos por ¢, = 2}  a b . Probaremos que la serie 2c  convergel

labsolutamente. Dado que por hipdtesis las series A y B convergen absolutamente, tendremos que |

lla sucesién de sumas parciales de cada serie es acotada, digamos por C,,C, € R" respectivamente, !

:de donde

N

i N N
! 2 led < | 2l || 20| < €y Cy
| n=0

n=0 n=0

I

i(esta desigualdad se puede ver pues en el producto aparece el término |a ||b | que no estd en el
n n

|original) por lo que la sucesién de sumas parciales de |cn| es acotada y al ser de términos positivos, |

Itendremos que la serie converge, por lo que la serie original converge absolutamente. |
I |
|Ahora, dado que la serie converge absolutamente, podemos reordenarla de tal forma que nosl

Iconvenga, |
|
© © n 0 1 2 3
zcn = Z Zanfkbk = zan—kbk + zan—kbk + zan—kbk ++ Zan—kbk
n=0 n= =0 k=0 k=0 k=0 k=0

= (%bo + agh, + ayb, + )+ (alb0 +ab +ab, +-)+ (aQb0 + ayb + ahy )+

|
|
0\k !
= (aobo) + (a1b0 + a0b1) + (a2b0 +ab + aObQ) + +(a3b0 + ayb + ab, + aob3)--- :
=ay(by +b +b,+-)+a (b +b +b +-)+ay(by +b +b )+ :

|

=A-B

. y
Problema 6. Calcular el radio de convergencia de las siguientes series:

S n! S (_1)n n(n+1) S n’ _n
a b — C

)Zz ) — c) Zaz,conae

n=0 n=1 n=0

T Tl e e it

!
!
o0 0 . I
- (a) Tenemos que Zz"! = Za 2" donde a =1 si n=k!pakeN y cero en otro caso, dei
!
!
!
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: lim sup{fa,| = lim {1 =1 |
. I
' |
[por tanto el radio de convergencia es R = 1. i
' |
: ©  1\n © _1\k :
I(b) Tenemos que Z&z”(”“) = Zanz” donde a, = ( ]1) sin==kk+1)pakeNyceroenl
! n=1 n=0 |
lotro caso, de donde I
' |
' o 1 W |
lim sup{/la | = lim A6+DR=1] = 1im g 6D

: n—>0 P | n| k—o0 k k—o0 I

I
l S |
|pero, por L “Hopital sabemos que |
I . |
! lim — _In(z) =0 = limz ““Y = lim exp| - In(z) | _ exp(0) =1 |
| T—>0 :L'(:I: + 1) T T .CL'(:L' + 1) I
' |
Ipor lo tanto 7}1_1)130 sup \”/|an| = 1 y el radio de convergencia es R = 1. I
' |
! - - |
I () Tenemos que Za"zz" = anz” donde b = a” , de donde I
| n=0 n=0 |
| lsia =1 |
| JgE;@MqJ = 3@3;9MGM| = iiﬂJaw ={0sia<1 ,
| wsia > 1 |
| lsia=1]|
!por lo tanto, por el teorema de Cauchy-Hadamard, el radio de convergencia serd R = qJoosia < 1 I
! Osia>11
I ml

Problema 7. Ezpandir (1-2)", con m € N, en serie de potencias centrada en z =0 vy

encontrar el radio de convergencia.

| Demostracion. — Demostraremos mediante induccién que la serie de potencias de la funcién |
I

centrada en cero sera:

!
!
1Y &(m+k-1 !
(1—J -2 ) |
z k=0 m — |

i

!Con radio de convergencia R = 1. En efecto, para m = 1 no es mas que la serie geométrica.i
!Supongamos cierto para algiin n > 1, entonces -
L
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i 1 n+1 1 1 n 0 L © ok i
! (I—ZJ _[l—zj(l—z) - 22 z n—1 ‘

k=0 k=0
|

!y usando el producto de Cauchy y la hipdtesis tendremos que la serie producto también sera -

lconvergente y tendra radio de convergencia R = 1, ademaés

|

i ) 0 _ 0 —

| 2* " Z | = z
| z Z +k-1) , ZZn+T1k
i

i

-Sin embargo,

|

| k

! zn+r—1 T s(n+k
!

|

[por lo tanto,
i

I 1 n+1 © n + k‘ k

_ = z

I (1 -z j Z

|

!quedando demostrado.

| | ]

Problema 8.
(i) Sea v € N. Demostrar que la serie de potencias

= _qym \Zm
CRPYr =y )
tiene radio de convergencia infinito y por ende, J es una funcion entera, y se conoce como la
Funcion de Bessel de la primera especia de orden v.
(i7) Demostrar la relacion J (-z) = (-1)"J (2)-
(iii) Demostrar que J  satisface la EDO:

2Y'(2) + 2y'(2) + (22 —v*)y(z) =0, zeC
(i) Ezplique porque para valores de z reales, J () es real y grafique las primeras 5 funciones de

Bessel para 0 < z < 10.

Solucién. —

(1) Tenemos que

> Esta propiedad es conocida en combinatoria, " _, Binomial[m,k] = Binomial[n + 1,k + 1]
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o 2m+wv
L(l) sin=2m+wv, pam 20

€.0.C

-de donde entonces

n—»0 m—> 0

(-1)" ( 1 ) 1 ( 1
= lim 2m+y|
m!(m + v)!{ g2m+v m—o0 m!(m + v)!\ gZm+v

1

lim 27+ Lo — 1 oml L) = g () Y2 (4 ) 1) Y2t
m—>o0 m! m + v)!

22m+v m—>o
Ipero para m > 2, tenemos que (m + v)! > 1 = ((m + v)!)” =D 1, de donde

I
I
I
I
I
I
|
| lim sup\/7 = lim 2m+y
|
I
I
I
I
I
: (m!)71/2m+v(( +0)l) 1/2m+v2 I (m!)71/2m+v o (m!)71/2m

v usando la aproximacién de Stirling para el factorial,

2ntm

‘por lo que finalmente

i lim su \/ < lim 4’”1/ \/:H< lim \/E =0
i n—>00 » n m—>o 2tm m—o V1M

i
|p0r lo tanto lim sup\/ = 0 y entonces por el teorema de Cauchy-Hadamard el radio de;

n—»0
!convergenma es infinito.

(m) Tenemos por definicién de la funciéon que

m=0

(" Z o B (gjm = (-1'7()

(m) Por el inciso (i) sabemos que la funcién es entera, y por tanto existen sus derivadas, las cuales

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
! (m 2 (e + o)) V22 < W2mm@ymy R = 2mm) AV 2 4741\/E |
e e m I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

‘vendrén dadas por (suponiendo que v > 2, donde los primeros casos seran analogos a este)
N U U P 1

T Esto es debido a que 1/27rm <1l = (1/21Tm)1/4m <1
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17 = 3 U Cm + 9em + 0 -1 (;)Zm*” -2

m!(m + v)!

|por lo que

o) _\m 2m+v 0 _\m 2m+v
= Z(4m2 + 4mv)L l g2mtv Z (1) l S2Am+1)+v
2 m!(m + v)!1\ 2

m!(m + v)!

® m+1 2(m+1)+v 0 m 2m+v
= z (4(m + 1) + 41})#[1} LAm+lru Z (_1) (1] Z2(m+1)+1;

i
!

!

!

!

!

|

!

|

!22J )+ 2J ' (2) I
| B )" (2m + v)(2m + v — 1) 1 2y 2mtv-2 | i "(2m + v) amry S |
o m!l(m + v)! P ‘ ‘ m!l(m + v)! ‘ !
| m=0 |
| i( )" (2m + v)@m + v = (1" gmio | L i “)"(@2m +v)(1 2m+”z2m+v |
I = m!(m + v)! P = ml(m +v)! P |
I m+uv m+uv i
. "2m + 0)@m +v -1 (1) L D" @m e+ v)(1 e me i
| = 0 m!(m + v)! % ml(m + v)! 2 i
i o (_1)m 1 2m+v - |
| = mzzo[(2m+v—1)+1](2m+v)—m!(m+v)!(§) z |
I 0 m 2m+v |
| = Z 2m + v)* Y (i) Z2mtv |
| = m!l(m + v)!\ 2 i
| |
I I
[por otro lado I
i i
k © 2m+v 0 2m+v .
I 2 2 2 2 Z 2 2 =0 1 2m+v I
. — ) (2) = (22 - Z = (2 - S S _
| & =v)) = U)Z m'm+v (2) (= v)mzzom!(m+v)! 2 ‘ I
| i
lentonces |
| i
!ZQJU”(Z) + sz'(z) + (22 - ’UQ)Jv(Z) |
I 0 2m+v o 2m+v I
= m!(m + v)!\ 2 =ml(m + v)!\ 2 |

|

!

!

!

!

!

I
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= m!l(m + 1+ v)!\2 =ml(m + 0)I\2
© +1 2(m+1)+v m 2m+v
4(-1)™ 1 =1l 1
= Z (m+1+ ) (' ) ks + % L LAm+l)+v
= (m+ D! (m + 1+ v)I\ 2 m!(m + v)!\ 2 .
P U P ]
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I ] BRGNS VN £ M '
| = ml(m + v)!I\2 m!(m + v)!\ 2 |
I o [ m 2m+v m 2m+v I
- Z (=D 1 ) 1 Pm+e _ |
i S | m!(m + v)!\ 2 m!(m + v)!\ 2 |
| I
| |
|(iv) Para z € R tenemos una serie de potencias reales, por lo que su valor es real. Las primeras |

|funciones de Bessel son las siguientes:

10

0.8

06 = Jo(x)

04 — Jix)

0.2 = Jy(x)

00 — J3(X)
— Ja(x)

Problema 9. Sea f(2) = X7_, a,2", con radio de convergencia infinito. Demostrar que el conjunto

de ceros de f es discreto y a lo mds numerable.

|  Demostracién. — Notemos que para que el resultado sea cierto se debe suponer también que |
| f no es la funcién constante cero. I
I |

IPor contradiccién, supongamos que el conjunto de ceros ( no es discreto, por tanto, tiene al menos !

lun punto de acumulacién digamos w e C. Ahora, dado que w es punto de acumulacién sabemos '
| B o 0 B I
‘que existird una sucesién no constante {w,},_ - w, con,

iello tendremos una sucesion de numeros complejos convergente tal que f se anula en ella, entonces|

c ( de numeros complejos tales que w,

|por el teorema de identidad, la funcién es la constante cero !!!, lo cual contradice la hipétesis, por |
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ilo tanto el conjunto de ceros debe ser discreto y por tanto serd a lo mas numerable. I

- . F

U |
oQoQoQoQoqoQoQoQoQoQoQoQoQoqoQoQoQoQoQoQoQoQoqoQoQoQoQoQoQoQoQoQoQoQoQoQoQoQoQoQoQoQoQoQoQoQoqoQoQoQoQoQoQoQO000000000000000'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'0"



