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Analisis Complejo

Tarea 4

Por: Alvarado Cabrera Lorenzo Antonio

Problema 1. Sea f una funcion entera y suponga que exvisten A, B, R > 0 y N € N tales que
fz)| < A+ Bl", V|| = R

Demostrar que f es un polinomio de grado a lo mds N.

Demostraciéon. — Dado que f es analitica en todo C, tendremos que se puede representarl

como serie de potencias alrededor del origen, donde el radio de convergencia es infinito.

:donde el coeficiente a = = fi (0 / n!. Por otro lado, sabemos que por la desigualdad de Cauchy -

I

I

I

I o0

| o) = a
I n=0

I

I

jpara todo r menor al radio de convergencia
|

! FPo)f < = sup ()
I r" zeB(0,r)

|

|y considerando r > R tendremos que

|

: F )
i

|de donde tomando el limite cuando r — o tendremos
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'por lo tanto f™(0) = 0, Vn > N de donde entonces I
I

I

I

I

I

I

jes un polinomio.
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Problema 2. Sea D un dominioy a € D, r > 0 tales que B(a,r) < D. Suponga que f e Hol(D)

(i) Demostrar que

1
fla) = Area(B(a,r)) Bi[J,.r) F(QdA

(i) Demostrar que

@] < ¢ [ 1FQF a4,

B(a,r)

donde C > 0 es una constante que no depende de f.

| Demostracion. —
I(?) Dado que f e Hol(D) tendremos por la formula integral de Cauchy

i

i P N (O NP O (G I R B S (6 et Y
I 2T JoB(ar) s — a 2wi doB(ar)s —a s — a 2w JoB(a,r) Sy a|2
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|

iy entonces por el teorema de Green complejo

|
i
i fla) = —— |2 [[ f©2c(@ - @ad, +2i [[ @€ -@oc(f(©)aA,
|
i

2mir B(a,r) B(a,r)
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|pero dado que f es holomorfa, GE f(€) = 0, de donde I
i i
I
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) = =2 [[ sQaa = — [[ sQus
B(a,r) B(a,r)
- (77) Por el inciso anterior

2

f@) = = [f #Qua = |saf =

B(a,r)

[[ #Qda,
B(a,r)

1
w2t

iy por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

? < ( ”)fdAQj[ ” F©Qf dAQ] = 2 .U FQ dA,

B(a,r)

[ f©Qaa
Bla,r)

B(a,r B(a,r)
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Problema 3. Para m € N evaluar

IC (z - 1" dz
1

donde C = 0B(], 5) recorrida una vez en sentido positivo.

| Solucién. — Consideremos f(z) = 2

, entonces tomamos la rama principal del logaritmo, |

|siendo esta el rayo de los reales negativos, siendo pues que no pasa por nuestra curva, entonces la |
|funcion f sera completamente analitica sobre y en el interior de la curva, asi como 1 € intC dado
I I

lel teorema de Cauchy

I |
| £G4 2 gy |
i P T T |
I
i |
Ipero
I I
i |
| 1) = M = f0G) = A o [0 = (- pet i
3 m m-m :
I
i = fE) = S = D - 2)) 0 i
| e 1,1 1
i > /) = S - - (- 2) i
m-m m
i |
ipor lo tanto |
I |
i f(2) 2mi 1.1 1 |
| e = G D~ (m - 2) |
S u
Problema 4. Encuentra el valor mdzimo de |sin(z)| en el cuadrado cerrado [0,w] x [0,1]

| Solucién. — Dado que la funcién sin(z) es entera, el principio del médulo maximo me asegural
ue el maximo se alcanzara en la frontera del conjunto, por lo que bastara encontrar el valor en|
M -

|estos puntos. Recordemos que |

I

i sin(z + y) = sin(z)cosh(y) + ¢ cos(z) sinh(y)
!

|de donde

|Sin(ac + zy)| = \/ sin’(z) cosh?(y) + cos?(z)sinh®(y) = \/ sin?(z)[1 + sinh®(y)] + cos®(z)sinh?(y)

= \/ sin?(z) + (sin®(z) + cos®(z))sinh?(y) = \/ sin’(z) + sinh?(y)
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[t s s e s s 4 ¢ s+ s 4 ko f b s s f st — — —

N lo comprobaremos en las curvas ~(f) =t t € [0,n], () = w+it, t €[0,1],
[Y3(t) = t+4, t €[0,7] y ~,(t) = it, t €[0,1].
I

lo lsin(~y, (£))] = \/sim2 (t) + sinh?(0) = sin(¢) el maximo en esta curva serd 1.

0 |sin(w2(t))| = \/Sil’lQ(’ﬁ) + sinh®(t) = sinh(¢) el maximo en esta curva serd sinh(l) ya que es

icreciente en este intervalo.

io |sin(w3(t))| = \/sin2 (t) + sinh?*(1) el maximo en esta curva serd cuando el seno alcance su maximo,

:es decir \/1 + sinh?(1) = \/coshQ(l) = cosh(l).
| |sin(w 4(t))| = \/sin2 (0) + sinh?(t) = sinh(t) el maximo en esta curva seréd sinh(1).

i
!
|
!
!
!
!
!
|
!
!
!

[Por lo tanto, el maximo es cosh(1) . :

Problema 5.
(i) Demostrar que si f es entera y Ref es acotada, entonces f es constante.

(it) Demostrar que si u € Har(C,R) es acotada en todo C, entonces u es constante.

| Demostracién. — I
i !
| (7) Consideremos a f = u +iv y sea g(z) = exp(f(z)), por la regla de la cadena tendremos que|
lesta es una funcién entera y ademaés I

U+ v

e U

i

l9(2)| = lexp(f(2))] = =e !
I

|

|
!
:Pero como por hipétesis Ref = u es acotada, tendremos que existe M € R" tal que u < M, de:

-donde

!

I U

i |g(z)| =e' <e
i

|
|
|
M .
|
|
|

jpor lo tanto tenemos que g es una funcién que es a la vez entera y acotada, por tanto por el
|teorema de Liouville la funcién debe de ser constante, es decir, existe w € C tal que

|

i g(z) =w & exp(f(z)) = w < f(z) = log(w) € C
i

ipor lo cual f es constante.

| (/) Dado que u es harmonica, sabemos que existira su conjugada armoénica v tal que la funcion|

| f = u+iv es analitica (en C), por lo cual tenemos una funcién entera tal que su parte real (u)!

les acotada, y aplicando el inciso (i) tendremos que f es constante. De donde concluimos el!

!resultado.
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Problema 6. Evalué

donde T' es la curva siguiente:
30 de octubre.

Solucion. — Consideremos la cadena formada por los ciclos C,C, y C; como en la imagen:

es 30 de octubre,

entonces, por el teorema de Cauchy version homologa tendremos que (con f(z) = €* — ™)

:L_‘/’ =C" jq%dz + J‘C?%dz + ICB%d

+ OO, 0 + FO0)1, 07

271 2m

3!
:: f3)(0)[ ]2;!1 [1] 2m [1] 2m

:=f3)(0) (0)=—

271 211

1= 2005 = 5700

| |
| |
| I
| I
| |
| |
| |
| |
| I
| I
| |
| |
| - i
| — i
I :T’:l aia A r |
| I
I |
I |
| |
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
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Problema 8. Sea Q abierto del plano, y ~ una curva en Q. Denotemos por ~° la traza de ~ .
Suponga que ¢ : Q x~* — C, es holomorfa en la primera variable y continua en la segunda.

Defina

D(z) = Ld)(z,ﬁ)d&, z e

Demostrar que ® es holomorfa y que

Demostracion. — |
! I
I (i) Consideremos I' curva de C' a trozos contenida en Q, entonces como por hipétesis la funmonl

!®(z) es continua y ademas I

([ otoe) ez

L D(2)dz

entonces por el teorema de Fubini

L D(2)dz

L(Irwz, €)dz ) de

|
I
|
I
|
I
|
|
I
I
|
|
|
N dado que ¢ es holomorfa en la primera variable y T' < Q, por el teorema de Cauchy
i
I
|
I
|
I
I
|
|
I
|
|

‘por lo tanto, por el teorema de Morera la funcién es holomorfa.

' (#4) Ahora, dado que la funcién es holomorfa, tendemos por la formula integral de Cauchy

() = — | (‘I’ids - L[ ([ s 0)ie) s

2mg JT s — 2)2 271 F(S = 2)2

21TZ'I -I.w d)(s Q)atds

(s — 2)°

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Ir P(z)dz = L (0)dg =0 |
|
|
|
|
|
I
|
|
|
I
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et eyt T e

nuevamente por Fubini

() - L 1 1 [ ok
¥e) = 5 oo = [ | o] 20

2) Y\ 2mi 9T (7 — 5)?
0
= a (Z,&)dg

v 0z
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