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Analisis Complejo

Tarea 5

Por: Alvarado Cabrera Lorenzo Antonio

Problema 1. Calcular la serie de Laurent de las siguientes funciones en los anillos indicados:

z
a = — para 1 < < ©
(@) f&) = —= » &

() f(z) = m para 1 < |z| < 2

i_ Solucién. —
i(a) Desarrollando

2z 1 1 1 1
1) = B A+l 141 1-(-]

z
z+1 1+ =z

y como consideramos 1 < |z| < o, entonces |—l| < 1 por lo que
z

(b) Desarrollando

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
| 1 1 1 1 1( 1 1
i f(z) = ( - j
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|
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|
|
|
|
|
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2(z = 1)(z - 2) T i -1z-2 \z-1 -2

1{1 1

1 111 1 1 1
= +

1
2z _1 zlz1-1 21-2z2

zlz1-1 z
z 2 z 2

2

y como consideramos 1 < |z| < 2, entonces |l| <ly <1 por lo que
z

11 1 11 1S 1, 1.2, =01 1E
z) = —|— + — = —|— = &+ = = = +—=> 2 z
f() z Zl—l 21_ (Z) 22(2) Zzn+2 Z
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Problema 2. Calcular el residuo de las siguientes funciones en los puntos indicados. Indicar
también el orden del polo:

@ f) ==L enz=0

sin(z)

I Solucién. -
I (a) Notemos que es una singularidad removible pues

_ z
lim f(z) = lirne.—1 T P 1 =
20 2—0 sin(z) L'Hopital z—>0 cos(z) 1

|
|
!
! z
|
|
|

-por tanto, el residuo es 0.
- (b) Notemos que la funcién ¢(z) = e (z — 1)* tiene cero de orden 2 en z = 1, pues g(1) = 0,

|
!
!
!
!
!
!
!
!
!
) ) I
g(z) = 22" (-1 +27 (2-1) = ¢g1) =0 |

9'(2) = h(2)(z = 1)* + hy(2)(z — 1) + 2% = g"(1) = 2¢7" #°0 |
I

-por lo que es cero de orden 2, y entonces 1/ g(z) = f(2) tiene un polo de orden dos en z = 1. Del

-esta manera el residuo vendra dado por

Res(f,1) = —limi(f(z)(z -1%) = limi(ezz) = lim 2z¢° = 2e
1! z251dz z>1dz z—>1

Problema 3. Sea P un polinomio real con grado P > 1 y que mo tiene ceros reales. Sea
0 < a < 1. Demostrar la siguiente formula para la transformada de Mellin:

—1 a-1

o g 274 2z
dr = Res| —;
l Feye = o 2 Rl

donde se esta tomando la rama (0,2w] del argumento.
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i Demostracion. — Consideremos el siguiente contorno: I'y =1, + C_ + 1 + Cp con |

i I

i o e !

-y = R?* — € — g, —ig] L = [ie,VR® — " + ig] I

I . . o o 5 o 5 3

i C. = circunferencia de —ic a ic C_ = circunferencia de R?—¢? +icaVR? -2 -4 |

; |

R ¢ o b — — — — — — — — ) — — — — — — — — — — ) — — — — — — — — — — — —
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-Con ello tendremos que

J.CE%dz <[, %W - joamm - thw

!

! a-1 Z Z(l—l

| lim dz = 2wi Res| ——:a

i i el \FPG)

E £

!

:pero, por otro lado

i a-1 a-1 a-1 a-1 a-1

| lim dz = lim I—dz+j —dz+.|‘—dz+j —dz

. R—>w T, P(2) R—w|Jl, P(z) . P(z) L, P(z) Cp P(2)

! e—>0" e—>0"

! a-1 a-1 a-1 a-1
| = lim dz + lim J dz + lim _[ dz + limj dz
] R—Jl, P(z) c50"9C. P(2) R—0Jl P(2) R—®dCy, P(z)
! e—>0" e—>0"

!

| Ahora trabajemos con cada integral.

I

!o Sobre C’E: En este caso notemos

I

|

3 =il a-1 =t

I |2

!
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? :
$ %
s %
% %
$ %
o — 2
é l_ Zoc_l 1 1 1 1 I :
% I I '[ o |dz| < '[ Ae® |dz| < Ae“me = Axe® | %
: i C. P(z) . |P(2)| C. :
X . | 2
% I %
X 0%
5 y X
4 | por lo tanto I 3
% . | $
% 0%
s | %
é : Zoa—l a-1 I :
< I lim I dz| < lim Ane® =0 .. lim dz =0 | %
X I e0" [°C. P(2) e—>0" =0 7€, P(2) I :
g . X
2 | 2
s | %
& H . .. . &
2 |e Sobre C}: En este caso notemos haciendo algo similar al caso anterior i %
% . , X
Q | g
% p | 2
X XX
& | a-1 a-1 X
’ Py R S
- [ 2] <[ By o
% ] Cr P(2) Cr |P(Z)| | E
: |
% %
% Iy como P(z) es un polinomio de grado al menos 1, tendremos que para R suficientemente grandel %
! |
2 lexistira C' > 0 tal que , de donde i ¢
$ I %
X 0%
S | S
' K a—1 I ¥
2 z 1 _ C C 2
L S s |, B el < [ SR = |, SRUd < CRUTPomR = 2mCRYT |
G et e H ¥ z
& : | &
X 0%
bt | g
$ . I ?
¢ [y por lo tanto i ¢
8 : g
< <
2 | g
; I a-1 Zufl I :
¢ 3 lim J‘ dz| < lim 2rCR*™ = 0 . lim dz =0 | %
% | R—w|IC, P(Z) c—0* a-1<0 R—wdC, P(z) i :
X | g
% le Sobre [ : Desarrollando | 2
< k <
% | %
% E | <
$ %
X | . L0l . NI (t " Z-e)u—l ' R o1 o p01 I 5
¥ I lim dz = lim J. —————dt = lim I dt = J. dx Y
S R—»dl P(z) R—o0J0 P(t + i¢) R—xJ0 P(t) 0 P(z) I S
$ | %
b e—>0" e—>0" | %
% | S
X 0%
¢ | g
$ %
§ :pues ya que arg(t + ie) — 0 cuando ¢ — 0. | 3
S | 3
X 1 XX
Q | S
% I. Sobre [, : Desarrollando I ¥
% 0%
X | 2
X XX
Q | S
3 a-1 -1 a-1 2mi(a—1) a-1 | X
% . (t —ie . Rt™ e (a1 [T 3
3 | lim | =—dz = lim I - ) dt = lim- | ———qdt = > 1>-[ dz | g
X R>wJl, P(2) RS WR - P(t — i) B> do P(t) 0 P(z) 5
% I 2 3
% | e—>0" e—>0" I %
% g
& | §
% I %
% . Q2
% jpues ya que arg(t — i) - 2% cuando £ — 0° | 2
% 0%
2 : | X
| | .
¢ |P0r lo tanto por todo lo anterior. <
$ 3 %
2 e %
S o
8 %
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_ _2mi(a-1) [ o z dr = (1 — e2mile=1) ©x d
N e ] p = 0o, g

| a-1 a-1

S2Ti Res ;a | = lim

! ae‘f%»oo) P(Z) o e P(Z)

| e—>0"

| a-1 a-1
; = lim dz + lim dz + lim

! R—wdl, P(z) C. P(z) R—w 1 P(2)
| e—0" e—0"

I a-1 o o1 a-1
|

|

Ipor lo que

|
| " J_OO 2071 z a-1
: 1—e ™) dr = 2mi Res ia
| ( ’
i 0 P(z) aeC\[0,0) P(z)
i JOO 7ot 2T z 2!
| dp = ————— Res ia
i U P(:L‘) 1- ezm(&_l) aeC\[0,:) P(Z)
L . u |
Problema 4. FEvaluar las siguientes integrales:
& dx
@ [ ==
oz -2z +4
(b) dex con a >0
O 1+z
!_ T e st |

I (a) Notemos que el polinomio del denominador es > 2 al grado del polinomio del numerador vl

lademas Q(z) = 2* — 2z + 4 no tiene raices reales (sus raices son z = 1 + N3 ), por lo que segtin |

-lo desarrollado en clase la integral existe y ademas

J.OO dz = 2w Z Res , W)

|
I
|
| 0?2 + 4 we " 2 _922+4

|

jdonde tendremos que la funcién tendra dos polos simples y donde solo el polo z = 1 + i3 estaen;
jel semiplano superior, por lo que

I

! J‘de—x=2mRes(;1+i\/§)=2ﬂi lim (z2—1——z\/§)

I g -2z + 4 -2z +4 o143 27 — 22 + 4

: omi (=1~ i3) lim —
: z—>1+2\/—z—1—2\f z—1+Z\F z—>1+i\/§z—1+i\/§
I

I

I

1

1 o
™% = 271e = —
1+iV3 —1+4/3 N3 3
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Ipor lo tanto

! J-fo dI _ l

! g2 _9r 4+ 4 3

!

| (b) Desarrollando, podemos notar que el integrando es una funcién par, por lo que

I
i J’ cos(ax) dr — lf cos(azx) dr - lJ‘ cos(t) ldt _ a_J' cos(t) . a_J‘ cos(t) dt
| ‘ :

I

01+ 20y gt =21 ()t a 209 gt 4 ¢4 2 Jo gt 4t
a>0 a
: : » P(t)
jpor tanto, tenemos una integral de la forma J- %cos(t)dt donde los ceros de @ son tales que
! th+adt =0 = ' ==t =t = aei(“/4+2“k/4), k=0123
| a>0

i
i S RS S S SN SR S S
ies decir ty (\/5 + \/5), t ( \/5 + \/5), t, ( 7 \/5), ty (\/5 \/5)

|que no tiene ceros reales y ademads el grado de @ menos el grado de P es > 1, por tanto, por lo

, por lo

[visto en clase

3

a—jw &(tldt = %Re 2 z Res(ggz; e’ w)
weH"

|
|
i 2 dwgt 4 g
|
|

-el numerador no se anula en estos puntos y son ceros simples de @ tendremos que los residuos |

pero los tnicos polos en el semiplano superior son ¢, y ¢, siendo polos simples, por tanto dado quel
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|
-Seran I
| I
I iz i it I
i R <P(z)e £ P(t,)e el |
es s = =
3 k ’ 3
z t
, Q) Q1) w, |
| I
|de donde |
| I
it it t 0 :
I © cos(ax) a? [ eh a*n CLENNCL I
i — 1 dr = 7 Re| 271 3 aix 3 T Re - + 3
0

_ l+z 4’ 4 5t |
| I
I 3 2 3 2 |
-pero ¢° = a'"t y {7 = a’
| I
! 3 ¢ i ¢ t |
| © cos(ax) a’m .| et e’ aw CENNCL

—4 dZL' = — Re (3 2 + B = — I Im t_ S| R I

0
I 1+ a’t,  a’t, 1 0 |
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entonces

por lo que

por lo tanto

. [sin(\%) n cos(\;%)}

™
2

© cos(ar) i
0 14+2%

J

—r et — — —h e e b M § b M § e § s M b M f M e M M b M e M e — — — —
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Problema 5. Sea Qabierto y f € Hol(2). Sea 2z, un cero de f con multiplicidad m,, y tome

0
C, = 0B(z,,R) de tal suerte que B(z,,R) = Q no contiene otros ceros de f. Demostrar que

1 [ CAC .

2mi do, f(z) 00

| Demostracién. — Como f es holomorfa en Q tendremos que no nos aportara ningunal
Isingularidad, por otro lado dadas las hipétesis el inico cero de f en L_?(zo,R) es z, por lo que la!

| funcién zf’(z)/ f(z) tinicamente tiene un polo en z, en B(z,,R). Ademas notemos que como z es!

0

0 , €s un polo simplei

| —1 de f7, por lo que z
ide f(2)/f(z)y por ende de 2f'(z)/f(z) (a menos que z, = 0, pero en ese caso la funcién of'(2)] f(2) |

I
-cero de orden m, de f entonces es cero de orden m,

|seria esencialmente analitica, por lo que la integral nos daria cero y quedaria probado, por ello]

|supongamos z, # 0), de donde I
i

i L 4@, _ @R

| amide, 1) @ Ry %)

i
|pero por lo visto en clase si llamamos g(z) = zf'(z) entonces

Res(zf,(z),zo) = Res(@ z,) =

i

i 1 &0 )

i .

ipero por la regla de Leibniz

i 1

| - ()™~ (M0 = 1) om0 g0

i ¢ V) = @ O™ = | IR
k=0

i 1)

i =2 PR |,

' i\ K

|

k m, — 1 7 m. — 1 m—

| =" Fm) )z 4|0 Fm(y) L_.

i 0 1 o

|

!

|

por lo tanto

|

I i (myg)

. zf'(2) F (27

Res( Z,) = m m,z

| () g 0" (my) () 0°0

i f (ZO) 0 (7)) %0

I !

1 2f (2

Ipor lo tanto —I Molz = myz, -

i 2wi 9C, f(2)
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Problema 6. Sea f € Hol(C) tal que ‘l‘lm f(z) = o . Demostrar que f es un polinomio.
Z|—> 0

[ —
|  Demostracion. — Consideremos g¢(z) = , notemos que dado lim f(z) = oo entonces;

|
i f /z R :
| lim f(l/z) = o0, por lo que I
120 I
! |
li = li |

I

'entonces tendremos una singularidad removible en z = 0 para ¢(z), por lo que es esencialmente|

anahtlca en 0. Ahora sea m el orden del cero de g en z = 0, por lo que entonces la func10n|

1/ g(z 1/z tendrd un polo de orden m en z = 0. |

1Ahora, dado que f es entera, su serie de Laurent no tendréd parte singular, es decir

i@ =Ya = ffe) = Z—

'entonces

1/z = i—z = f(z) = ianz"

n=0 % n=0

‘por tanto, es un polinomio.

|
|
|
|
|
|
I
pero como f( l/z tiene polo de orden m en z = 0, entonces necesariamente a, =0 Vn>m, I
|
|
|
|
|
|

Problema 7. Sea p(z) = 2" + ¢(2), con ¢ un polinomio no constante de grado a lo mas n —1.

Demostrar que existe (, con |Q0| =1 tal que |p(§0)| > 1.

Demostracion. — Por contradiccion, supongamos que |p(z)| <1 para toda |z| = 1. Entonces|

-esto implica que

2"+ q(z )‘ <1, V|z| = 1, pero por la desigualdad del tridngulo tendremos que

= lo@)| = [

2" +q(z‘_| z)|—

I
I
I
I
!
‘por lo que para toda |z| = |
I
la(2)| - |z|" <1 = |qz)|-1<1 = Jg2)| <0 = ¢(z) =0 V|| = 11! :

I

I
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et s s ¢ k4 k¢ s s ¢ f 4 — — — —,

jpero esto es imposible, pues es un polinomio y inicamente tiene un numero finito de ceros (ya que I
o es constante), por tanto, debe de existir (, con |Q0| =1 tal que |p(§0)| > 1. I
| !
[INOTA: En el problema original como conclusién se pide |p(§0)| > 1, pero creo que en realidad |

Ideberfa de ser |p(§0)| > 1 y asi lo probe.

Problema 8. Demostrar que la coleccion de todas las transformaciones de Mdobius
m = {T(z) ::az_+b | ad — be # 0}
cz +d
forman un grupo bajo la composicion de funciones.

Ademds, si SL,(C) es el grupo de matrices 2z2 con determinante 1, mostrar que la funcién

a b _az+b
c d cz +d

f

es un epimorfismo de grupos. ;Es esta funcion un isomorfismo?

I Demostracion. —
i © La operacion es cerrada, pues dadas T,,T, € 9,

ayz + b, T b a,a,2 + ab, + bc,z + bd,
& 1
(T, » T,)(2) = a,T,(z) + b, _Gr A d, _ cyz + d,
¢, T,(2) + d, o GEt b, . d 0,z + cby + dic,z + dyd,
1 1

Cy2 + d2 Cyz + d2

(a,a, + bc,)z + (ab, + bd,) .

om
+dcy)z + (cb, + did,)

(c,a,

!
!
!
!
!
!
!
!
lo La operacién es asociativa, pues se hereda de la composicién de funciones en general.

| © Existe elemento neutro, la transformacién identidad T(z) = z = ;Z—WL? con1-1-0-0=0"!
: -z +
| 3
| © Existen inversas, pues si T(z) = aztb entonces la funcién inversa también de es Mébius, pues!
. cz +
!
I az + b
| w=—— = wez+wd =az+b = (wc-a)z =b-wd

cz +d
I _ _ -
i :>z:b wd:(d)w+b T,l(z):(d)z—i-b

we—a  cw+ (—a) cz + (—a)

I
I

'y es tal que (—=d)(—a) — (¢)(b) = ad — be # 0, por lo que es de Mdbius también.
I
I

-Por tanto es un grupo.

! Ahora, notemos que
-
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If o b(ay by ) f@ay + 0, ab, +bdy ) 2 T Y 1% T 9 =M |y
| a ca, +dc, c
2 19 1 4G

171 172

|[por lo que efectivamente es homomorfismo de grupos, adema para cada 7 € 9, si llamamos

|k = ad - bc, entonces la matriz

|

i 1(a b
i ¢
!

ly serd tal que

s
—
=l

1 1
o) et b arab
=k o
Lez+1d  cz+d
K k

|
| xe )] = s
I

k\ec d

o
|~
ISH

ipor lo que es sobreyectiva. Sin embargo, no sera inyectiva, pues justo en el caso anterior

1({a b _az+b a b
k\c d cz +d c d

Problema 9. Encontrar un mapa conforme que mande la banda A_ = {z e C: |Im z| < 1T} en

el disco unitario D .

[ Demostracién. — Si consideramos la transformacion f(z) = %z, entonces f[A | = Aﬂ/z,i

I
-entonces si ahora consideramos g(z) = exp(z) tendremos que para z € Aﬂ/2

T

|
|
: 9(2) = g(z +iy) = exp(z + iy) = e
|
|

z —

|
|
!
¢ = o) « R" y arg(g(2) < [ 7] |
|
|
|

'por lo que g[A_,] = {z € C : Re(z) > 0}, y dado que la transformacién T(z) = 0
z +

I
isemiplano derecho al disco unitario, entonces la funcién buscada serd

|
|
i L(z) = T(9(f(2))) = T(g(
|
!
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