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Fundamentos de Combinatoria

Tarea Examen Parte 1

Por: Alvarado Cabrera Lorenzo Antonio

Problema 1. Sean I,m > n tres nimeros naturales. Prueba que

n
m :z(_l)kl l+m k
n k n—k

Demostracion — Procederemos por inclusion-exclusion. Consideremos dos conjuntos L y F |

‘con |y m elementos respectivamente. Entonces contaremos de dos formas distintas la cantidad |
‘de formas de escoger un subconjunto de tamafio n de la unién, donde no tenga ningin elemento |

I
' . m L |
lde L. De forma clara esta cantidad es ya que no tomamos ningun elemento de L por lo quei
I n .
|serdn Unicamente subconjuntos de F. Ahora volveremos a contar, pero con el principio de!
|inclusién-exclusion.

I

|Consideremos X = {S c LuF: |S| = n} nuestro universo y para cada [ € L definiremos!

Inuestra familia como A; = {S e X:l e S}, de donde

n Ic(l] iel

|
| 1

! "ol YAl = S N4,
| i=1

|

[
I
I
I
I
I
I
I
I
lahora, para cada tamano fijo |I | k queremos saber la cantidad de subconjuntos de L U F de:
ltamafio n tales que contengan a [, para ello primero se seleccionan los k elementos de I,y como |
!queremos de los restantes | + m — k elementos escogemos un subconjunto de n — k elementos,I

Ipor lo que habra I

l+m -k
n—k

-por lo que, dado que queremos subconjuntos de n elementos basta considerar k£ < n

k n—k

I
I
I
I
I
I
I
I
I n
: X\ UAZ :Z(_l)kl l+m -k
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Problema 2. Sean A,..., 45 < [200] tales que |AZ| > 120 para i = 1,...,6 . Prueba que existen
z,y € [200] tales que {x,y} N A # D paratoda i = 1,...,6

Demostracién. — Como cada subconjunto tiene al menos 120 elementos, podemos pensar en|
ique cada A’s es la imagen de una una funcién (inyectiva) que va de al menos el conjunto!

 [120] a [200] por lo que la unién de todas ellas serd la imagen de una funcién de [720] a [200] (pues!

i6 x 120 = 720) , pero dado que 720 / 200 = 3.6 > 3 entonces necesariamente tiene que haber z -

|tal que es imagen de al menos 4 elementos del dominio. De donde si seleccionamos los otros dos;
|COHJ1H1tOS restantes y dos de los que ya tenia, obtenemos el segundo punto ¥, por lo que estos dos:

!puntos cumplen que al menos uno de los dos esta en todos los A, .

Problema 4. Fijemos q = pk con p primoy k = 1. Sea I el numero de polinomios irreducibles

de grado n en Fq[m]. Demuestre que

- L3 e

d|n

|  Demostracién. — Usando la sugerencia, donde se usa el hecho de que la factorizaciéon de!
|polinomios monico en irreducibles monico es tnica, tenemos que podremos expresar a funcién!
|generadora de los polinomios monico como (contando multiplicidades) |

1 In
Z e =TT
moi 1 —t"
de donde sacando logaritmo de ambos lados obtenemos
I
1 i - (R
1-¢ n=0 n=1 1—¢"
AN A 1-¢t"

y aqui en vez de sumar sobre los nk sumo sobre todos los posibles multiplos, por lo que tomo
| m = nk de 1 hasta el infinito, por lo que

= tog( ) - >y

m=1n|m

m/n m

|

I

|

I

|

I

|

[

| = log|l—— | =1lo _ I lo 1 —
i g(l—qtj gp Z o ;{ Z_:
i

I
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— T
-y por el lado izquierdo

|

|
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|

|

|

|

g _ n_n:i nl = ¢" = nl I
m. = m mn|zm " 1 7% n :
|

|

|

|

|

|

|

|

!
I
|
I
|
lde donde
!
I
|
I
i
I

ipor lo que usando la formula de inversién obtenemos

n|m m n|m d|n

|

i q" nl, 1 d
i = —”:EZ”I}L = nl, = > ™)
|

|

idonde concluimos despejando.
; .

Problema 5. Sea F una familia de subconjuntos de [n] tales que para cualesquiera A,B € F con
A # B se tiene que |A N B| = 1. Prueba que |F| <n

e e e e e e e e — [E—

| Demostracion. — Llamemos |F| =m,Yy sea (Mi,j)i . una matriz de m x n tal que
|

! 1 sije 4,
! b 0 eoc

I

i

ide donde tendremos que por hipotesis que para ¢ # j, M e i = |A7: N Aj| =1y
i M M, = |AZ| >1.Asisea L = M - M" , por lo que de lo anterior sabremos que L se vera:
|A1| 1 - 1
1 |A1|
: o1
1 e 1 |A

ml

!
|
|
i L =
!
|
i

iFinalmente, veamos que el rango lo podemos acotar por arriba y por abajo. Primero se tiene que

|
i Ran(L) = Ran(MM7) < Ran(M) < n

i
iY por otro lado
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| m m i
| Ran(L) = Z|Az| > 21 =m |
i=1 i=1 I
i i
I ) I
ide donde concluimos que m < n. I
3 .-
i i
Problema 13. Demuestre que
— n n = T =
@+y)" =D | |efy "
k=0 k

[ e e e e e —.
i Demostracién. — Por induccién sobre n. Para n = 0 es inmediato. Supongamos que es!

ivalido para n > 0. Entonces
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Problema 15. Sea f (z) == (1 + 2 + 22 + -+ 2")> . Prueba que [achH]fn(:c) = [xZ”_Q]fn_l(x).

[ —.
i Demostraciéon. — Dadas las propiedades de los coeficientes binomiales sabemos que son!

-simétricos en los extremos, es decir

[2*]f,(2) = [&*"7M)f, (=)

Pero notemos que entonces

&> (@) = [&*")f (2) = [2" 7S, (=)
Y

|
I
|
I
|
I
|
|
: #2721, (@) = VR @) = 5,
I

jentonces nos serd mas facil probar que

I
i (2" 71, (@) = ("7, @)
I

!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
. |
| Esto sera facil de ver viendo la relacién de recurrencia que cumplird nuestra funcién, tenemos que

fol2) = An($)3 = [An—1($) o *THT =4 _1(35)3 + 3An_1($)2$n + 3An_1(a:)x2" + 3"

n

Ipor lo que dado que todos los polinomios tienen al menos potencia z" el Gnico que queda sera:
I

|
|
!
J
!
J
|
=", (@) = 6" 714, (@) = "), (e) |
|
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