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Fundamentos de Combinatoria

Tarea Examen Parte 2

Por: Alvarado Cabrera Lorenzo Antonio

Problema 6. Sea F una familia de subconjuntos de [n] tales que toda A € F tiene cardinalidad

impar y cualesquiera A,B € F con A # B se tiene que |A N B| es par. Prueba que |F| <n.

Demostracion — Como vimos en clase, basta probar que {e , c A e F} es linealmente

-independiente. Supongamos que existe k € N y A,.., A, e F tales que

I
|
I
|
i k
|
I
|

entonces para cada j € {1,2,...,k} tendremos

VS ZeAi Tl T ZGA[ s

!

! k k

I

| i=1 i=1

|

Ipero como por hipétesis |AZ. N Aj| = 0 (mod2) para A, # Aj & ¢ # j entonces del sumando

| o g . . .
-de la derecha tinicamente sobreviven ¢ = j, por lo que

A, - A, =0 Vje {1,2,...,k} = 1 =10 (mod 2)!!

Por lo tanto tiene que ser linealmente independiente, de donde |F | <n
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Problema 7. Prueba que la funciéon de Mdbius en el producto de conjuntos parcialmente
ordenados cumple:

Demostracion — |

i. Si (a,b) £ (z,y) < a £z0b £y por ser ordenes parciales, supongamos spdg que a £ z |

jentonces pp(a,z) = 0 de donde pp(a, x)uQ(b, y) =0 |
- I
| .
io Si (a,b) = (z,y) © a=z A b=y por  ser  ordenes  parciales entonces:
!up(a,x) = Mp(aaa) =1 y también MQ(bay) = HQ(bvb) = 1 de donde up(aax)HQ(bay) = |
| i

:

I

Lo si (a,b) < (z,y) < a <z A b<y por ser ordenes parciales entonces dado que son

I
-funciones de Mobius se tiene que

|
i
i Z bpla,p) =0 y Z ho(bg) = 0
|
i

a<p<z b<q<y

a<p<z b<q<y a<p<zb<q<y

i
!
!
!
I
jpor lo que I
!
!
!
!
I

i
: z b p(a,p) z uQ(b,q) = Z Z Mp(‘%p)iLQ(bM) =
i
i

-sin embargo, dado que el orden producto es tal que (a,b) < (z,y) < a <z A b <y enestos)

:productos estamos sumando sobre todos los posibles puntos medios de (a,b) y (z,y) de modo que |
] I
| 3
i 0="> D uplapuylba) = D nplangba) !
!
I

a<p<zb<g<y (a,0)<(p,q)<(zy)

jpor lo tanto, de los tres puntos anteriores “PXQ((G’ b),(z,y)) = npla, a:)iLQ(b, Y)
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3 Problema 11. Prueba que si un conjunto parcialmente ordenado P tiene una unica extension a %
XX %
‘i un orden total, entonces P es un orden total. 2
XX %
X 2
% e e e et e e e e e 2
< N o2 ) : o’s
% Demostracion — En efecto por contradiccién supongamos que P no es un orden total, entonces | ¢
X . . . . . %
% |deben de existir dos elementos al menos dos elementos p,q € P distintos tales que no son| :
' . ¥
S - . . g %
% |comparables, es decir, p £ ¢y ¢ £ p, con ello podemos construir dos ordenes totales distintos, | ¢
XX . %
X A z X
5 |pues podemos preservar todos los érdenes que ya tenfamos pero agregar p < q o ¢ < p, pero esto | 2
< E <
¥ |contradice que exista una tnica extensiéon a un orden total. Por lo tanto, P tiene que ser orden ! %
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Problema 14. Encuentra la funcién generatriz exponencial del numero de involuciones en S,

| Demostracién — Una involucién es tal que o2 =id por lo que si tomamos un valor k € [n] |
I

‘entonces o(o(k)) = k de donde a lo mas cada ciclo de la permutacién debe tener tamano 2.!
I . L . . - .
-Entonces una involucién no es mas que un conjunto de ciclos de tamafio a lo mas 2, usando especies |

-esto es:

|

|

i <
|

ide donde

8
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Problema 16. Encuentra una prueba inyectiva de la desigualdad

2k -1

k(k - 1) <
==

|

!

lcuales tienen cardinalidad k(k -1)y 2: _11 respectivamente. Ahora sea f : L — F dada por
I .
i !
| fln,m) =C = {1,2,...,k - Lk + n} \ {m} I
@ :
I

I

I

I

-que efectivamente, esta bien definida pues C = < 2k — 1] y ‘Cnm‘ =k -1 ya que tanto)
1 <nm < k.Y en el caso extremo en que n =k -1y m =k también tenemos tnicamente|
1k — 1 elementos, esto debido a que n # m. Veamos que efectivamente es inyectiva. |
|
|Sean (n,m),(a,b) € L tales que f(n,m) = f(a,b) < C, = C, de donde

| ,
i L2,k = Lk +n} \ {m} = {1,2,...k = Lk + a} \ {b}
|

ly de aqui, dado que k + n es el mayor elemento en la izquierda, la Gnica forma en que sean iguales
les que a = n y en tal caso también necesariamente se debe de tener que m = b si no, habria un:
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Problema 17.

Demostracion — El diagrama de Hasse lo podemos escribir simplificado de la siguiente manera: |

I
i i
: 1234, 2134, 2314, 2341 !
i 1243, 2143, 2413, 2431 !
i 1324, 3124, 3214, 3421 |
I 1342, 3142, 3412, 3241 I
| 1423, 4123, 4213, 4231 !
! 1432, 4132, 4312, 4321 :
I 3
idonde cada elemento de una columna es incomparable con todos los de las de esa columna ya que!

lel numero 1 estd en la misma posicién, ademds cada elemento de cada columna es menor a todos!
llos demés de las columnas a su derecha ya que el numero 1 tiene una posicién mayor. Por tanto!
Icada columna es una anti cadena maxima de tamafio 6, e igualmente la particion minima de!

Icadenas serd de tamano 6 siendo los renglones, esto por el teorema de Dilworth. I
I I
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