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Algebra Moderna

Ejercicios Capitulo 1.1

Por: Alvarado Cabrera Lorenzo Antonio

Problema 1.2. Construya una tabla que represente la suma de todos los elementos de Z,

Problema 1.6. Sea S el conjunto de las permutaciones de un conjunto con n elementos. Calcule

el numero de elementos de Sn

I Solucién. — Dados n elementos, las formas de las permutaciones posibles seran: Primero sel
- escoge un elemento, donde hay n opciones, luego para el segundo elemento tenemos n — 1 op(310nes|
- para elegir y asi sucesivamente, teniendo pues un total de n(n —1)---2 -1 = n! permutaciones. |
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Algebra Moderna

Ejercicios Capitulo 1.2

Por: Alvarado Cabrera Lorenzo Antonio

Problema 2.3. Compruebe que los conjuntos con sus operaciones binarias respectivas en el
Ejemplo 2.3 son efectivamente dlgebras.

[ e e b b e  m  m  m  mm  m  mm  mm  m  m  m  m  m  m— — — — — — — —

i Solucion. — En efecto, esto es inmediato pues dado por algebra lineal sabemos que tanto las|
Imatrlces, los polinomios y el campo mismo son espacios vectoriales sobre el mismo campo |
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Algebra Moderna

Ejercicios Capitulo 1.3

Por: Alvarado Cabrera Lorenzo Antonio

Problema 3.3. Pruebe que si zy = yz en un grupo G, entonces (zy)" = z"y"

Demostracion. — Consideremos un grupo (G,:) y elementos z,y € G tales que zy = yz |
entonces primeramente notemos que se cumple que zy" = y"z, Vn. En efecto:
ll?y” — (:L,y)yn—l h:' yxy"_l — y(zy)yn—Z h:. yy:}cy"_Q — nyyn—Q = = y"x
ip Vip

Por lo tanto, procediendo por induccién, tenemos que para n = 2

I

I

I

I

I

|

I

s = w(y’z) = a(zy’) = %y :
de modo que si suponemos que es valido para k& > 2 tendremos :
IHI.Z‘) _ xk(l‘ykﬂ) _ xk+lyk+1 :

|

I

|

(@) = (ay) (o) = by (zy) = 2"y (yz) = 2" (y =

I

I

I

I

I

I

I

I 2

, (zy)” = (zy)(zy)
I

I

I

I

I

I

I por lo tanto, por induccién matematica queda probado.

i I Solucién. — Primero consideremos R, la identidad (no hacer nada) y sean R, y R, las rotaciones

| por 120° y 240° respectivamente, ademas también sean S,S, y S, las reflexiones respecto a las .
| diagonales del tridngulo. Entonces su multiplicaciéon serd:

I
I
|
|
|
| IR R RS |S|S, |
: Ry | Ry | B | By | 5, | 5 | 5 I
i B | BB | By | S |85 :
I Ry| Ry | By | R | 5, |5 |5 |
| So | So | So | S| By | By | Ry I
I :
I Sy | S | Sy | Sy | B Ry | R, :
| SQ 52 Sl So R2 R’l Ro I
L —
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:Ahora para D,, consideremos R, la identidad (no hacer nada) y sean R, R, y R, las rotaciones
- por 90%, 180? y 270° respectivamente, ademas también sean S,5,, S, y S, las reflexiones respecto

I
ial eje vertical y horizontal y las diagonales del cuadrado respectivamente. Entonces su

L

L

L
! |
: * By | By | By | By | S, | Sy | 5y | 5 I §
i Ry | By | B | By | Ry |5 |5 | 5|5 : E
| Ry | By | Ry | Ry | By | 85|58 |5 |5 | 3
! Ry | By | By | By | B |5 | 5 | 5y | 5 | §
: Ry | By | By | B | By |5 | 8 | 85 |5 | §
i Sy | S | S | S5 |95 | By | By | B | Ry | E
i Sy |5 [ S5 |9 | Sy | By | By | By | Ry ! f
i Sy | Sy [ So | S | S5 | By | B | By | Ry : E
! Sy | S5 | 5 | S |5 | B | By | R | R | §
S i
Problema 3.11. Establezca, si es posible, homomorfismos no triviales en los siguientes casos. §
S T T T T T T T T T T T T T | §
NOREEN z, !
: No es posible dar uno no trivial, dado que solo hay un elemento en el dominio. : §
| o
i (i) Z, - 7, | E
| Consideremos  f(n) = 2n, entonces en efecto f(0)=2-0=0 y f(1) =2, de dondei 3
| 0 = f(0) = f(0-1) = f(0)f(1), siendo homomorfismo. | 3
i P
| (ii) Z, - Z, i
| Consideremos f(1) = f(3) = 1y f(0) = f(2) = 0, entonces en estos casos | 3
! !
| 0 = f(0) = f0-1) = FO)f() = 0-1 =0 o
: 0= f(0) = f0-2) = fO)f2) =00 =0 |
i 0= f(0) = f(0-3) = f(0)fB) =0-1=0 !
| L= f0) = f0-) = /@) =1-1=1 b
| 0=f(2)=f(1-2) = fOf@ =1-0=0 :
i 1=f@3)=701-3=f0B)=1-1=1 i
i 0=/0=1r2-2)=f2f2=0-0=0 |
| 0=1/(2)=/2-3)=/2fB)=0-1=0 i
| 0=1/(2)=/3-3)=/f2fB)=0-1=0 i
! i
{por lo que es homomorfismo. _! %
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| (iv) Z, - Z,

!Solamente serd el trivial.

!(1)) Z, — L, x 1,
iConsideremos f(0) = (0,0) y f(1) = (1,0), entonces en este caso (L,0) = f(1) = f(0+1)
1= f(0) + f(1) = (0,0) + (1,0) = (1,0), por lo que es homomorfismo.

:(m) Z, x L, — 7L,

|Consideremos f(0,0) = f(1,1) = 0, f(1,0) = f(0,1) entonces

|

1
1

0,1)) 0) + f(0,
,0)) = f(0,0) + f(1,0) =0 +1
)))=(7)+f(7)=0+0=0

f(o, )=0+1

1 = f(0,

1= f(1,0) = f((00
0 = f(1,1) = f((0,0

0= f( f(L,0) + (1,0)) = fF(1,0) + f(1,0) =1+1 =0
0 = f(L,1) = £((1,0) + (0,1)) = f(1,0) + f(0,1) =1+1 =0
1

0

1

0

1
1

= = =

+ (
+
+

=
=)
~—
Il
~

= f(0,1) = f((1L,0) + (L)) = fL,O) + f(L,]) =1+0 =1
AOD +(0,1) = FO.1) + f(0,1) = 1+1 =0
= f(1,0) = f((0,1) + (1,1))

A1)+ (1,1)) =

I
)
—~
=

=)
SN—
I

fO)+ f(1,1) =140 =1
FL) + fA,1) =0+0=0

I
)
—
=

(=)
N~—
I

'por lo que es homomorfismo.

"(vid) Zy x Zy — Z,

-Consideremos la composicién de los homomorfismos de los incisos i) y v) el cual serd

-homomorfismo.
s | |
- d
Problema 3.15. Pruebe el corolario 3.20 sin utilizar la proposicién 3.19
:_'T)'e_nio_str_a};i_é}f — Vamos a probar que el nicleo e imagen son subgrupos de Gy G'|
i - respectivamente. |

|
:() kerf < @ i

-Notemos que, por definicién del ntcleo, 0, € ker f, ademds si consideramos z,y € kerG |

| G
|tendremos que f(zy) = f(2)f(y) = 0,0, = O, ¥ f@™) = flz)" = OG,_1 = 0, por lo tanto!

i 2y, y ' € ker f por lo que es subgrupo.
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|(_Z) imf < G' |

Notemos que, por definicién de homomorfismo, f0,) =0, .. 0, € imf, ademds sii

@
Lonsideramos z,y € imf tendremos que existen z' e y' tales que f(z') = zy f(y') = y por lo que |

I
ia:y_l = f&"f)" = f@)f(y'™) = f(z'y'™) por lo tanto zy' € imf por lo que es subgrupo. IJ!

Problema 3.19. Sean X, Yy G grupos abelianos. Diremos que f : X x Y — G es una funcién
biaditiva, si f(z, + z,,y) = f(z,,y) + f(z,,9) v flz,y, +v,) = f(z,y,) + f(z,9,) para z,7,z, € X,
Y,9,-y, € Y . Pruebe que

(1) fOzxr,y) = NM(z,y) = f(z,\y) paratoda z € X, y e Y y X\ € Z.

(ii) fnunca es inyectiva a menos que X =Y = {0}

! Demostracion. —

I

l'(i) Sean z € X, y e Y y X\ e Z. Tenemos tres casos.
A=0

En este caso, tendremos f(0 - z,y) = f(0,y), sin embargo, notemos que por hipGtesis
fO,y) = f0+0,y9) = f(0,) + f(0,y) = 2f(0,y) < [f(O,y) = 2f(0,y) < f(O,y) =0
y de forma andloga f(z,0) = 0, por lo que
fO-zy) = f0y) =0 =0-f(zy) = f(z,0) = f(z,0-y)

A>0
En este caso, tendremos por definiciéon de la accién que

hip
h?pf((k = 3)z,y) + 3f(z,y) = ... = f(N = Nz,9) + NM(z,9) = f(O0 - 2,9) + N(z,9)
=0+ >‘f(£7y) = >\f(xvy)

de forma andloga f(z,\y) = N(z,y).

x>0
Finalmente, este caso se hace de forma igual que el anterior, usando el hecho de que

f=z,y) + f(z,y) = f(z + z,9) = f(O,9) = 0 = f(-z,y) = —f(zy)

| (i) Supongamos que f es inyectiva, entonces dado que

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
!
fOw,y) = f(On = Do+ 29) = (N = Do) + f@y) = f(N = Do+ 9) + flzy) :
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
f(z,0) = f(0,y) = (2,0)=0,y) Vze X,yeY = z=0yy=0Vre X,yeV :
I

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i = f((N = 2)z,y) + f(z,y) + f(z,y) = F((N - 2)z,y) + 2f(z,y)
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

50350850850350850830450850850850850350¢ 50850350 30850850508 50850508 508504508508308508508 5085050350850 50850850 50850850508 50850450508508508508 5085050350850 50850850 508 50850508 508504500508504508508 30850508508 5085050¢ 50850850508 5050508 508504508508504508508 3085050350850 508508508 30850850508 508504503508508508508 308508508508 50850350¢ 50850850 30850850508 560850450350850850508 3085050850850

03085050508 50850508508504 5050830850508 50850850350¢ 50850350 30850850 508508504508 50850850508 308508508508 5085050¢ 50850850 50850850508 508504503508504508508 508508503508 50850350¢ 50850850508 508504508 508504508508504508508 5085050850850 508508508 508 5050508 5085035050850¢ 509508 50350850850 503508 5005085085050

KKK X0 00K 0K 50K 20K X 0L IOK 50K d0C XX 0K 0K 0K 50K X0 X0 0 0K 0K 50K 20K X0 X 0K K 50K p0C X0 0K 0K 50K 20K J0X 0K 0K DK S0K X0 XX 0 0K DK 50K 20K JX X 0K 0K 50K 00 XX X 0K 30K 50K p0C p 0 0K K 50K 00K dX X 0K K 50K p0C XX 0K 0K K 50K 20K X 0K 0K K 50K 30 X0 X 0K K 50K 20K d 0 0K K 50K 00K JX X 0K K 50K 30K d0X X 0K K 50K p0C dX 0K 0K K 50K 20K d0X 0K 0K K 50K p0C p X 0K K 50K p0C d 0K 0K 0K 50K p0C d 0K K

9



X

od9od50d3085085ad50SedbodbedS0dsadbadbadbad bed el bodsadiadbadiadsedbed Sedbadbadiadbadbadiod el bodhediadsadiadbadbad sed el bodhadiadbadiad sedbad el sadbadiadbadbadiod el hodhediadsadiadbadbadsed el odhediadbadiodsadbad ol gl badiadiadbadbod el bodbedSedsadiadbadbad sed el odhediadbadiad sadbad odbad sodbad bedbadbadbadbadsodbads

por lo que X =Y = {0}. |

Problema 3.23. Sea ¢ : X' > X un homomorfismo de grupos abelianos y g € Hom(X,Y).

Asociemos a ¢ un homomorfismo f € Hom(X'Y) mediante la funcién
¢ Hom(X,Y) —» Hom(X')Y)

dada por ¢*(g) = g o . Pruebe que ¢" es un homomorfismo de grupos abelianos.

Demostracion. — Veamos que es homomorfismo. En efecto, recordemos que el neutro del grupo |
Hom(X,Y) es el homomorfismo trivial ©, luego para = € X',

!
!
!
: ©"(©)(z) = (© ° ¢)(z) = O(p(z)) = 0y
i

‘por lo que ¢*(0) es el homomorfismo trivial en Hom(X',Y). Por otro lado, sean f,g € Hom(X,Y)

|
i , entonces

|por lo que abre la operacion y finalmente veamos que si g € Hom(X,Y) entonces

I

i ((¢"(9) + (" (=9))(@) = gle(@)) + (=9)(w(z)) = g(e(x)) = glp(z)) = O
: L= 9(g) = ¢'(-g) € Hom(X"Y)
i

'por lo tanto, es homomorfismo.
| n

!
:
!
:
!
:
! !
: P (f + 9)(@) = ((f + 9) 2 )(z) = fle(@) + glex) = ¢"(f)(z) + ¥ (9)(x) :
| |
i
!
!
!
!
!
!
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Algebra Moderna

Ejercicios Capitulo 1.4

Por: Alvarado Cabrera Lorenzo Antonio

Problema 4.2. Pruebe que los miltiplos de Z, nZ con n € Z son subgrupos de Z .

I Demostracién. — En efecto, sea m € Z, entonces por definicion nZ < Z y ademéas n -0 = 0]

Ipor lo que 0 € nZ, ahora, sean a,b € nZ entonces existen z,y € 7Z tales que a = nz, b = ny pori

o que a—-b=nzx—ny = n(x —y) € nZ, por lo que efectivamente es subgrupo. |

Problema 4.6. Pruebe que solo existen (salvo isomorfismo) un solo grupo de orden 1, 2 y 3; 2
grupos de orden 4 y 2 grupos de orden 6.

“Demostracién. — El caso de un grupo de orden 1 es inmediato. Para orden 2 y 3 sabemos que en |

general cualquier grupo de orden primo es grupo ciclico y al ser grupos ciclicos son isomorfos a |

Z, y Z, por ende todos seran el mismo salvo isomorfismo. Para el caso de orden 4 tenemos por el |
I

Teorema de Lagrange que cualquier elemento del grupo tendra orden un divisor de 4, es decir, 1, .
2 0 4, pero el inico elemento de orden 1 es el neutro, por lo que los demas elementos son de orden I
I

2 0 4. Si al menos un elemento es de orden 4 entonces este sera un grupo ciclico con este generador, .
siendo el primer grupo posible, si resulta que todos los elementos son de orden 2 entonces tendra .

|
. , . I
que pasar que o’ = b*> = ¢* = e, sin embargo con ello tendremos que se tendrd que cumplir que -
|
ab

¢, esto pues no puede pasar ninguno de los otros tres casos, si ab =a = b=¢!lll, si.

ab=b = a=elll, y si ab=e = a=0b"'! cosa que no puede pasar, entoncesi
necesariamente ab = ¢ y de la misma manera obtenemos que entonces ac = by bc = a, lo que |

me determina un grupo distinto al primero, siendo en total dos grupos distintos. Este mismo |
argumento se usa para el caso de grupos de orden 6. |
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