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Algebra Moderna

Ejercicios Capitulo II.1

Por: Alvarado Cabrera Lorenzo Antonio

Problema 1.2. Pruebe que, en una sucesién exacta de grupos

oy h k
G'—>G—>G">H—>H'

f es un epimorfismo y k¥ un monomorfismo si, y solo si G" = e

Demostracion. — Supongamos que [ es un epimorfismo y %k un monomorfismo.|

Consideremos la sub sucesién exacta que podemos formar

!
!
|
i f g h

i G'->G—>G"—-H
|

|siysolosi g es trivial y esto pasara siy solosi & es monomorfismo. Por otro lado, si consideramos

entonces como f es epimorfismo, tendremos por la proposicion 1.6 del capitulo II.1 que esto pasara;

i la sub sucesion exacta

!
| |
i g h k |
i G->G"->H—>H' .

|
| i

- tendremos que k serd monomorfismo si y solo si h es trivial y esto si y solo si ¢ es epimorfismo. '

I
I . . . . |
iDe estas dos condiciones tendremos que necesitaremos que h es trivial y es monomorfismo al
- mismo tiempo, pero la tnica forma en que esto sea posible es que G" tenga un solo elemento, y al!

- como es grupo, necesariamente tiene que ser el trivial.
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Algebra Moderna

Ejercicios Capitulo II.2

Por: Alvarado Cabrera Lorenzo Antonio

Problema 2.3. Encuentre todas las clases laterales para el subgrupo H = {0,3} de A, de los

movimientos rigidos de un tridngulo equilatero.

i Solucién. — Creo que el problema se refiere al grupo Diédrico D3, sin embargo, son 6
| operaciones distintas entre rotaciones y reflexiones, y no entiendo a que se refiere el problema con|
| el subgrupo de 0 y 3, ya que no es una notacién que yo conozca. |

Problema 2.7. Pruebe que, bajo un homomorfismo de grupos, la imagen inversa de un subgrupo
normal es un subgrupo normal en el dominio.

* Solucién. - Consideremos h : G — F homomorfismo de grupos y sea H < F. Veamos que|

ientonces RUH] < G. I
| |
| Por lo que ya sabemos, efectivamente dado que h es homomorfismo tendremos que WU H] < G |

| entonces solo resta probar que serd normal. Sea z € G, por definicién
| i
! ah ' [Hlz™" = {zyxfl ty € hil[H]} |
I

| |
“en razén de eso sea z € zh '[Hl]z™' entonces z = myz~' para alguna y e h'[H] pero como

|y € W' H] < hiy)e H y al ser H un subgrupo normal de F tendremos quel
| hz)h(h(z)™ e H <  hayr ) e H < F porlo que hizyz™') e F < zyz™' e h''[F] < el

h homomor. |

, es decir xh_l[H o' < G, por lo tanto, es normal. |
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Problema 2.10. Escriba la demostracion de 2.10.

R U
i Solucién. — Por la el teorema 2.9, f* es homomorfimo. Es tinico puesto que esta determlnadol

jpor g. También z + I € ker f* si y solo si f(z) = e, lo cual sucede si y solo si z € ker f. ASl!

i ker f* ={z + 1 :z e kerf} = kerf /I. Claramente imf = imf*. Finalmente f* es un!

!epimorfismo si y solo si f es epimorfismo y f* es monomorfimo si y solo si ker f* = kerf / I es

! el subgrupo trivial de A / I lo cual sucede cuando ker f = I . |

Problema 2.11. Pruebe que si N, Hy G son grupos tales que N < H < G, entonces

(G:N)=(G:H)H : N) yque, sidos de estos indices son finitos, entonces el tercero también.

Demostracion. — Tenemos que

|
|

| G : Ny =2G) _ AG) oH) _ oG) o) _ . gy .
|
|
|

o(N) o(N)o(H) o(H)o(N)
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Algebra Moderna

Ejercicios Capitulo I1.3

Por: Alvarado Cabrera Lorenzo Antonio

Problema 3.3. Considere el conjunto Aut(G) de todos los automorfismos de un grupo G . Pruebe
que Aut(G@) es un grupo bajo la composicion y que In(G) < Aut(G) . Se dice que dos automorfismos
f,g pertenecen a la misma “clase de automorfismos” si f = h o ¢ para algin automorfismo h.
Pruebe que las clases de automorfismo forman un grupo Aut(G) / In(G) llamado “automorfismos

exteriores de G”

I Demostracién. — En efecto es grupo. Sabemos que composicion de homomorfismos es|
| homomorfismo por lo que la operacién en es cerrada, ademés el homomorfismo identidad sera laj
| identidad de nuestro grupo pues para cada f € Aut(G), foe = f = eo f,cumple la ley asociativa)
i ya que en general la composicién de funciones la cumple y ademas para cada f € Aut(G), sabemosi

| que al ser f isomorfismo es invertible, y ademés su inversa es también homomorfismo y tal quel

! fof™t =e porlo que estos son los elementos inversos, siendo asf un grupo.

I Por otro lado, por el problema 3.2 sabemos que cualquier automorfismo interior es automorfismo,:
-entonces In(G) < Aut(G), solo resta ver que es normal. Sean f € Aut(G)y g € In(G), entonces.

- definamos h = fogo f' y veamos que es automorfismo interior. En efecto, como ¢ e In(G)

ex1ste z € G tal que g(y) = zyz™', de tal forma que

h(y) = (fogo fHY) = flaf W) = flaf (yz™)
= f@F )T = f@uf(@)

homomorfismo

| por lo tanto A es automorfismo interior, y por ende In(G) < Auf(G). La ultima es inmediata por;

i la teoria desarrollada de las clases laterales. |

Problema 3.7. Pruebe que un homomorfismo de grupos g : G — G" "es inyectivo si y solo si

ker g = e y que es suprayectivo si y solo si cokerg = e

i Solucién. — La primera es inmediata. Supongamos que ¢ es inyectiva, esto es si y solo si paral
lcada g(z) = gly) < 7=y es decir gz) =e =gle) < 7 =e¢ por lo que kerg =e. Y sil
| ker g = e entonces si gx) =gly) = glx—-y) =e => z-y=e = x =y, es inyectiva. I
I I
! Ahora para el segundo, supongamos que g es suprayectiva esto pasa si y solosi Img = G" y por!

I
Itanto cokerg = G" /Img = G" / G" = e. El regreso se da pues G" / Img = < Img =G".
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Algebra Moderna

Ejercicios Capitulo I1.4

Por: Alvarado Cabrera Lorenzo Antonio

Problema 4.3. Establezca una definicién del producto directo externo en términos de la
observacién anterior al Teorema 4.1.

I Solucion. — En este problema no entendi bien que es lo que se me pide. Ya que en el libro ya|
I dan la definicién de producto directo externo. |

Demostracion. — Notemos que Z, es ciclico pues un generador es 2, sin embargo, el grupo|

Z x Z, mo es ciclico ya que

0,1)" = (0,1) # (1,0)
0,2)" = (0,2") # (1,0)

( - (1,2n) * (070)
(2,0

’O)n = (1’ 0) # (0’ 1) (2
(2,2

(2",0) = (0,1)
@",1) # (0,1)
= (2",2") # (0,0)

por lo que ningtn elemento es generador. Por tanto, no pueden ser isomorfos.
L =

Problema 4.11. Proporcione todos los detalles de la demostraciéon del Teorema 4.1.

e e
i Demostracion. — Veamos que la funcién ¢ es homomorfismo de grupos. En efecto, tenemos|

| que dados z,y € G,

|

i o(zy) = (p1(2Y);- 9, (2Y) = (P21 (1), 0, (20, (%)
i = (£,(2),-+0, (@) (&,1)s-0, (1) = @(@)e(y)

|

i siendo pues homomorfismo. Y de forma sencilla
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! (p; ° 9)(z) = p,(p(@)) = p,(¢,(2),-..,0,(2)) = ,(2)

I

| por lo que p, o p =, completando los detalles. .

I n
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Problema 4.15. Sean H, < G, y H, < G, subgrupos normales. Pruebe que H, x H, < G, x G,
yque G, xG, /H xH, =G [/H xG, | H,.

| Demostracion. — En efecto, consideremos (g,,g,) € G, x G, y (,h,) € H, x H, entonces |
I

. 4 L ~ ~

! (9,,95) (hy, 1) (91, 95) ™" = (9,,9,) (1) (9,790 ") = (g 90hog, )

!

| pero como H, < G y H, < G, entonces glhlgf1 € H y th29271 € H, por lo que

(91, 9) (s hy) (9, 9,) ™" € Hy x H,
- entonces son subgrupos normales. Ademas, si definimos

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
¢:G xG,/H xH, > G /H xG,/H, |
i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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I
! ©((9,,95)(H) x H,) - (9y,9,)(H, x Hy)) = 0((9,9,59,9,) (H) x Hy)) = ¢,9,H, x g,9,H,
! = (91H1)(§1H1) x (92H2)(§2H2) = [(91H1) x (92H2)][(§1H1) x (§2H2)]
I
i por la propia definicién serd suprayectiva y ademaés
I
: (0,0) (H, x Hy)) = Hy x Hy & g = ¢, 9, = ¢, (0,9) = (€,6,)
: Por lo que el nucleo es trivial, siendo inyectiva y por tanto un isomorfismo.
[ B



