X

KKK X0 00K 0K 50K 20K X 0L IOK 50K d0C XX 0K 0K 0K 50K X0 X0 0 0K 0K 50K 20K X0 X 0K K 50K p0C X0 0K 0K 50K 20K J0X 0K 0K DK S0K X0 XX 0 0K DK 50K 20K JX X 0K 0K 50K 00 XX X 0K 30K 50K p0C p 0 0K K 50K 00K dX X 0K K 50K p0C XX 0K 0K K 50K 20K X 0K 0K K 50K 30 X0 X 0K K 50K 20K d 0 0K K 50K 00K JX X 0K K 50K 30K d0X X 0K K 50K p0C dX 0K 0K K 50K 20K d0X 0K 0K K 50K p0C p X 0K K 50K p0C d 0K 0K 0K 50K p0C d 0K K

Algebra Moderna

Ejercicios Capitulo V.1

Por: Alvarado Cabrera Lorenzo Antonio

Problema 1.1. Considere una familia de campos {KZ} para i = 1,..,s tal que cada K, , es una
extension finita de K. Pruebe que K_ es una extension finita de K, y que

(K, = K] =[K - K)]K, » Kj]-\[K_, = K]

i Demostracion. — Por induccién sobre s. El caso base fue probado en el teorema 1.4. Ahorai
i supongamos que se cumple para alguna s > 2. Ahora consideremos {Kl} para i = 1,..,5 + 1 tall

| que cada K, , es una extension finita de K. Entonces por hipétesis de induccién K es una

1
i extension finita de K| y es tal que

!
!
!
I
! (K, = K] =[K = KK, » Kj]-[K,_, = K] i
I 3
i I
I de este modo si consideramos K, = K_,, vy el anterior, tendremos que por el caso base |
I 3
i I
: [[K1 - KQ][K2 [N K3]~--[K571 - K5+1] = [K1 = K ][Ks — K+1] = [K1 [N KS“] |
! u|

Problema 1.5. Pruebe que si f es un polinomio en K'[t] de grado 2 o 3, entonces f tiene una

raiz en K' siy solosi f es reducible en K’

e —.
i Demostracion. — Si f tiene una raiz en K' entonces es claro que serd reducible (pues z — al

| seré factor). Por otro lado si f es reducible entonces existe g tal que f(z) = g(z)h(z). Pero dad ol
| que grad(f) = grad(g) + grad(h), entonces al menos uno de ellos tiene grado 1. Y como sabemos!

| todo polinomio lineal tiene una raiz en el campo, por lo que f tiene una raiz.
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Problema 1.9. Compruebe que msz(t) =t -2, que m\/iR(t) —t-2 y por lo tanto, V2 es

algebraico de grado 2 sobre Q y que es algebraico de grado 1 sobre R. Compruebe que

m, o(t) =t —i

! Demostracién. — Consideremos el polinomio p(t) = t* — 2. Tenemos que V2 es raiz de p(t)!
I

|'. Ademés por el criterio de Eisensteinn, tenemos que p(t) es irreducible sobre Z[t] y por el teorema!

| de gauss, tenemos que p(t) es irreducible sobre Q[t], concluyendo entonces que p(t) es el polinomio.

. . ) ) . |
- mfnimo de V2 sobre Q, ademas el grado serd 2. Por otro lado, de forma mas sencilla tenemos que;

iel polinomio g¢(t) = t — V2 es irreducible también y al ser lineal es necesariamente el polinomio

| minimo, siendo de grado 1. Lo mismo para el ultimo polinomio. |

od9od50d3085085ad50SedbodbedS0dsadbadbadbad bed el bodsadiadbadiadsedbed Sedbadbadiadbadbadiod el bodhediadsadiadbadbad sed el bodhadiadbadiad sedbad el sadbadiadbadbadiod el hodhediadsadiadbadbadsed el odhediadbadiodsadbad ol gl badiadiadbadbod el bodbedSedsadiadbadbad sed el odhediadbadiad sadbad odbad sodbad bedbadbadbadbadsodbads

50350850850350850830450850850850850350¢ 50850350 30850850508 50850508 508504508508308508508 5085050350850 50850850 50850850508 50850450508508508508 5085050350850 50850850 508 50850508 508504500508504508508 30850508508 5085050¢ 50850850508 5050508 508504508508504508508 3085050350850 508508508 30850850508 508504503508508508508 308508508508 50850350¢ 50850850 30850850508 560850450350850850508 3085050850850

3 6 3
| [@2,¥2,);Q] = 5 ya que grad(f) = 5, por dende [Q(¥2);Q(v2,%2,)] = 6 -5 = 1 i
S O PSPPSR u
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Algebra Moderna

Ejercicios Capitulo V.2

Por: Alvarado Cabrera Lorenzo Antonio

Problema 2.4. Pruebe las siguientes
(1) (), : Aut(A") > Aut(K') es un monomorfismo.

(1) (), : Aut(Z) > Aut(Q) es un isomorfismo y por lo tanto Aut(Q) = {IQ}.

et s s e s s ¢ ¢ s 4 k4 m f ¢ b s s h st — — —

i Demostracion. — Sinceramente en este problema por més que busqué en el capitulol

i correspondiente no encontré que funcién es a la que se refiere el problema.

| (1) En efecto. Se tiene que

i

i (@ +p)(a) = (0 +p)(a) = ola) + p(a) = 0,(a) + p,(a)

I

! (0 °p)(a) = (0°p)a) = olp(a)) = alp.(a)) = (o, °p,)(e)
I
i

la inyectividad se hereda de la inyectividad de o.

I
| (i7) Falto.
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Algebra Moderna

Ejercicios Capitulo V.3

Por: Alvarado Cabrera Lorenzo Antonio

Problema 3.2. Pruebe que el grupo de Galois Gal(K +— K") relativo a las extensiones (K' > K)
y (K' — K") es subgrupo de Gal(K' — K")

S P U
i Demostracion. — Es claro que la identidad de Gal(K' +— K") pertenece al conjunto y dado quel

jpor si mismo Gal(K — K") es wun grupo, solo es mnecesario comprobar quel
| Ga(K — K") ¢ Gal(K' — K"), pero esto se da pues los automorfismos de K" "que fijan a K |
| dado que Gal(K +— K") relativo a las extensiones (K' > K) y (K' — K") tambien fijan a K’ ,!

I por lo que son automorfimos de K" que fijan a K', de donde Gal(K — K") ¢ Gal(K' — K") yI
| por tanto es subgrupo. I
I n

Problema 3.6. Pruebe que ]Fp, < ]BTP es el subcampo de descomposicion para los polinomios

7 y #” =1 _ 1 sobre F,.

1 1
Demostracién. — Esto es inmediato de la definicién, pues las rafces de t* — ¢ty t? ' —1 |

iestén en Fp por lo que se factorizan linealmente en el y ademas sz = Fp[a ap,] las raices del!

50¢ 508508 508 50 50 5608 508 504 504 50 50 560 508 508 50 S50 50 560 508 508 50 50 560 560 508 508 50 60 508 560 508 508 508 510 50 560 508 5608 504 510 50 560 5608 5608 508510 50 560 508 508 508 510 50 530 508 508 508 510 50 530 5608 508 508560 50 530 508 508 508 510 50 530 508 508 508 50 50 560 5608 5608 50 510 510 530 5608 5608 508510 10 530 5608 5608 508 510 50 530 5608 5608 508 510 10 530 508 5608 508510 10 530 5608 5608 508510 50 530 5608 5608 508 510 50 530 5608 5608 508 510 50 530 5608 5608 508 50 50 530 508 508 508 510 510 530 50K 50 S0
Qod5080850850850503508508505035085085005035085035035085045050850850850350850850350850850d503508508505035085035035085045050350850850350850850350850850d5005085085045035085035035085045050350850850350850850050850850d5005085085050350850350508504508503508505035085085050850850d50350350850350350850850050850450850350850850350850850d50350850d5005085085045035085085050850850850350850503508508505085085085035035085050350:

1’
I I
| polinomio, por lo que es el subcampo de descomposicion. I
; —
I il
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