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Problema 1. —

(2.5 puntos) Considera a (@ como un anillo, v sea p € £ un primo. Considera

Qp = {% cd: ([rrr. n) = 1) M (p{:rr)}.

Es decir, el conjunto de aguellos racionales tales que en su forma reducida el denominador no
es divisible por p.

Demuestra que (J, es un subanillo de C}.

Demostracion: Daré una definicion mas explicita del conjunto para evitarme confusiones, se

tiene que Q = {q €Q:p|m con m el demoninador de la forma reducida de q}

p

Primeramente, dado que 1|m Vm, se descarta el caso p =1. Asi consideremos p > 1.

e Es no vacio, pues 1=%e@ y Vp>1 primo p |1 .. le(@p.
e Sean q,,q, € Qp, veamos qué ¢, —q, € Qp.

Por contradiccién, supongamos que ¢, —q, € Qp. Como ¢,,q, € Qp tendremos que p [m, y
p|m, con my,m, los denominadores de sus formas reducidas, con ello tenemos que el
denominador de ¢, — g, serd m,m., y el denominador de su forma reducida (m ) serd un miltiplo

de estos, es decir, mm, =k-m. Como ¢, —q, e@p tendremos que p|m con lo que

p | km =mym, y entonces al ser p un primo necesariamente p|m, o p|m,, pero cualquiera de

estos dos casos son imposibles, pues por hipétesis p [ m; yp|m, . ¢ —q, € Q .

e Sean q,,q, € Qp, veamos qué ¢,q, € Qp.
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Por contradiccién, supongamos que ¢,q, Qp. Como ¢y,q, € Qp tendremos que p/|m, y
p|m, con my,m, los denominadores de sus formas reducidas, con ello tenemos que el
denominador de ¢,q, serd m;m, y el denominador de su forma reducida (m ) serd un miltiplo
de estos, es decir, mym, =k-m. Como q,q, ¢ Qp tendremos que p |m conlo que p | km =mm,
y entonces al ser p un primo necesariamente p | m; o p|[m,, pero cualquiera de estos dos casos

son imposibles, pues por hipétesis p | m; y p [m, . qq, € Qp.

Con todo esto tenemos que Qp es subanillo de Q.

Problema 2. —

(2.5 puntos) Sean (), £ e i : £ — [} definido por i(z) = z. Demuestra que:

i) i no es suprayectivo,

b) 51 A esun anillo v fi, fo : [} = A son dos morfismos de anillos tales que f ot = fo 014,
entonces f; = fa.

Demostracién:

a)Se tiene que Vz e Z, z—)% =z visto como elemento de los racionales, por lo que Vz e Z
i

i(z) # L con (p,q) =1, p>1, por lo que i no es suprayectiva (en particular podemos tomar como
q
ejemplo %)

|
b) Primeramente, notemos que por hipdtesis las funciones coinciden en los enteros, i.e,

Vz e Z, f(z) = f,y(z). Considerando a los racionales con su estructura de campo y sea £eQ,
q

entonces

KO =f@h = LG = HAE) = LD =HLOh@OAG)
peL q q

4" morfismo morfismo

q:ng(g)fl(Q)fl(q_l) = fg(f)fl(qq_l) :fg(f)fl(l)

morfismo f 2 (g) f 2 nH = (2)

leZ morfismo 2Yq

por lo que V£ e Q se tiene que fl(ﬂ) = f, (£) por lo tanto, las funciones son iguales.
q q q
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Problema 3. —

(5 puntos) Sean Ay, ... A,. By.... B, anillos tales que parai € {1,..., n} existe dy; : A4; —+ By
morfismo de anillos. Considera 4 = Ay x Ao = ... x A, v B =B x By x ... % B, los anillos
producto. Demuestra que

a) Existe un morfismo de anillos ¢ : 4 — B tal que ¢({ay,....ay)) = (¢1(a1),.. .. e )).
b) 5i cada o; : A; — B; es epimorfisino, entonces ¢ : A —+ B es epimorfismo.
¢) Ker(d) = Ker(¢) x Ker(da) = ... x Ker{dy,)

Sean para cada ¢ € {l,....n} I C A; un ideal bilateral de A;. Considera
IT=nhLxlza=... =1,

i) I es un ideal bilateral de A.

e) AT ~ (-—"llx’fl) X (-—'hx’fz) Ko X (-‘irl”n)

Demostracion: Recordemos que la suma y el producto en el anillo producto se define entrada
a entra.

a) Veamos que la funcién ® : A — B dada por ®(a,...,a,) = (®,(a,),..., P, (a,)) es morfismo.

e Esta bien definida, pues para cada a; € A, se tiene que @ (a,) € B;.

eSean a,be A, con a=(ay,...,a,) y b=(b,....,0,) PD ®(a+b)=®d(a)+D(b).

En efecto, tendremos que

D®(a+b) = CD((al,...,an)+(b1,...,bn)) = CI)(a1 +by,.a, + bn) = (CI)l(a1 +bl),...,(Dn(a +b ))

n n

y como cada @ :A, — B, es un morfismo y a;b, €4, = @ (a,+b,)=P(a,)+D (D),

entonces

(@,(a; +0y),..., @ (a, +b,)) = (P,(a)) +D(b)),.., P, (a,)+D (b))
=(?y(ay),-, @, (a,)) +(@(b)),.... P, (],)) = P(a) + D(b)

por lo tanto, ®(a +b) = O(a)+ D(b).

eSean a,be A, con a=(ay,...,a,) y b=(b,....,0,) PD ®(ab) = D(a)P(b).

En efecto, tendremos que
D(ab) = D((ay,...,a,)(by,...,b,)) = Playby,...,a, b )= (P(asb),...; P (a, b))

y como cada @, : A, — B, es un morfismo y a;,b, € A, = @ (a;b;,) =P (a,)P,(b,), entonces

)
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(@ (agdy)s s ® (a, b)) = (D) (a)D, (b)), (a )D (b))
= (@,(ay), @ (@ )(@,(b,),..., D (b)) = D(a)D(D)

por lo tanto, ®(ab) = ®(a)D(b).

Con todo esto concluimos que ® es un morfismo de anillos.
|
b) Supongamos que cada ®,:A, > B; es epimorfismo y veamos que entonces @ serd

epimorfismo.

Sea be B, con b=(b,....0,) y b, € B, como cada ®,: A, — B, es suprayectiva sabemos que
deben existir a; € A, para cada i tales que ® (a;)="b,, con ello consideremos a := (ay,...,a,) ¥y
veamos que ®(a)=b. En efecto, ®(a)=D(ay,...,a,)=(P(a;),...,P(a,)) = (by,...,b,) = b, por lo

que @ es suprayectiva, siendo asi, un epimorfismo.

|
¢) PD ker(®) = ker(®,)x---xker(®, )
Sea a = (ay,...,a,) € ker(®), tendremos que
aeker(@) < Pa)=0 < (®(a)),....0, (a,))=(0,..,0) < ® (a,)=0 Vi
< O (a;) eker(®,) Vi < (Py(ay),...,D, (a,)) € ker(D)x---xker(D )
por lo que ker(®) = ker(®,)x---xker(® ).
|

d)Sean I, c A, ideales PD I =1 x---xI  esideal de A
Sean r,se Ayael con r=(r,..,1.), §=(5,.,8,)y a=(a,..,a,), s,r;,€A A a,el,.

Como para cada i, I, es un ideal de A, tendremos que ra.s, €I, Vi, entonces tendremos

que el elemento (ra,s,,...,7,a,s,) €l por lo que

n -nmn

1as = (1yees T ) (@500, ) (81508, ) = (11aqs ey 1,0, ) (8150058,) = ((1ya)8 -5 (1,0,,)8,)

= (ra,sy,...,r,a,8, )€l

por lo tanto, I es ideal de A.

e) Consideremos f: A /I — (A, /I))x---x(A4, /1) dada por f(a+1)=(a; +1I,...;a, +1 ).

e Esta bien definida, pues ya demostramos que I es ideal de A.
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eSean a+I,b+Ie A, con a=(ay,...,a,) y b=(b,....,0,) PD f((a+1)+(b+1))=fla+1)

+f(b+1I). En efecto, tendremos que

flla+ D)+ (b+1)) = f((a+b)+1) = f((ay +by,.rsa, +b, )+ 1) =((ay +b))+1},....(a, +b )+ )
=((a; +0))+ 1, (a, +b )+ 1 )= ((ag + 1))+ (b, +1;),....(a, +1 )+ (b, +1))
=(ay+1,pa, +1 )+ (b +1,....0, +1 )= fla+I)+ f(b+1)

por lo tanto, f((a+1)+(b+1)) = fla+I)+f(b+1).

eSean a+I,b+Ie A, con a=(ay,...,a,) y b=(b,....,0,) PD f((a+I)(b+1))=fla+1)

f(b+1). En efecto, tendremos que
flla+D)(b+1)) = f((ab) + 1) = f((ayby,--ra,b,) + 1) = ((aby) + 1, (a,b, )+ 1)
= ((ab))+ 1y, (a,b, )+ 1) =((ay +1)(by +1y),....(a, +1 )b, +1))
=(ay +1y,ya, +1 )by + 1,0, +1 )= fla+D)f(b+1)
por lo tanto, f((a+1)(b+1))=fla+1) f(b+1).

e Es inyectiva. Sean a+ I,b+1 e A /I tales que fla+1)=f(b+1) &

(ay +1y,a, +1 )=, +1;...0, +1 ) < a,+1,=b+I, < (a,-b,)el,

< (a;=by,.sa, —b )el < (a,..,a,)— (b,...0)el & a-bel & a+l=b+1
por lo que f es inyectiva.

e Es suprayectiva. Sea b e (A4, /I;)x--x(A, /I )conb=(b +1I,..b +1)PD Ia+IecA/I

tal que f(a+1)="b. En efecto, sea a = (by,...,b,) y notemos que
fla+1)=f((by,-sb,)+ )= (b +1},..;0, +1 )=b
por lo que f es suprayectiva.

Con todo esto concluimos que f es un isomorfismo .. A /I = (A, /I,)x-(A, /I,).



