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Problema 1. —

Definicion. Sea F un campo, £y, Es C F subcampos de F, la composicidn de E; v Es denotada
por Ey W Eg es

Eyv E; = ﬂ{ff CF:ElUFE:C K y K es subcampo de F}
1. (3 puntos) Sea F un campo, E, Ey. ..., E, subcampos de F.

a) Demuestra que

En...NnEk,
Es el C-mayor campo contenido en E; parai € {1..... n}. !
b) Demuestra que
Eywv.. vE,
Es el C-menor campo que contiene a E; parai € {1,..., n}.?
¢) Sea E C F un subcampos, v ag,.... cry € F. Entonces

Flaog) V.. .V Flag) = Flog,....o00)

Demostracion:

(a) Sea i€ {l,...,n} fijo. Veamos que £ =FE, Nn...NE_ es subcampo de F'.

*De forma clara £ ¢ F; ¢ F para cada i€ {l,...,n}.
« Como cada Ej es subcampo de F' entonces 0, € Ej para cada j porlo que 0, € E.

«Sean a,b € E entonces a,b e E]. Vj, vy al ser cada uno subcampo tendremos que a—b € Ej Vi

por lo que a—be E.
«Sean a,be E con b#0, entonces a,b e Ej Vj, vy al ser cada uno subcampo tendremos que

ab~! e Ej V4 por lo que ableE.

Por tanto, es subcampo de F'.
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Ahora veamos que es el menor subcampo que contiene a los £, s (en términos de contencion).

Sea K subcampo de F tal que K ¢ E, para cada i € {1,...,n}, entonces N} K c N} |E, = F

, es decir, K ¢ E, por lo que E es el mayor subcampo contenido todos los E, “s.

b Llamemos A =({KcF:E, u...0E < K yK subcampo de F}=[) K, donde
n 1 n KeB

B, ={KcF:E v..0E c K yK subcampo de F}. Con esto es claro que como para cada

KeB

n’

E,cFE,u...0UE c K entonces E, ﬂKeB"K = A” para cada 1.

Veamos que A es subcampo de F'. En efecto:

*Tenemos que VK € B, , K < F entonces 4 = ﬂKeBﬂK c F.

+Sabemos que VK e B , K es subcampo de F pof lo que 0, €K, VK € B, entonces
0p eﬂKeB”K=An.

«Sean a,be A~ entonces a,be K VK e B , y al ser cada uno subcampo tendremos que
a-be K VK eB, porloque a-be 4, .

«Sean a,be A con b=#0, entonces a,b e K VK € B,y al ser cada uno subcampo tendremos

que ab' e K VK e B, por lo que ab~t e A, .

Por tanto, es subcampo de F'.

Ahora veamos que es el menor subcampo que contiene a los E, ‘s (en términos de contencién).
Sea L subcampo de F tal que E; c L para cada i €{l,...,n}, entonces F, U..UE < L por

loque L eB, ,entonces A =Nz K< L,esdecir A c L.

Con esto ultimo igualmente demostramos por la definicion de la composiciéon que

Eyv--vE =A_ (yaque esta era el menor subcampo que contenia a los conjuntos). Y por

todo lo anterior tenemos que es subcampo de F'.

(¢) En efecto, por definiciéon
E(oy,..,a,)=ES)=NgE

donde S ={a,..,a,} vy £={E'cF:EUSc E'y E' subcampo de F'}, es decir, es el menor

subcampo de F' que contiene a E y a cada a,.

PD E(a,)v--v E(a,) cumple dicha definicion.
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Por el inciso anterior sabemos que como cada FE(a,;) es subcampo de F', entonces
E(o,)v--v E(a,) es subcampo de F . Por otro lado tenemos por el inciso anterior sabemos
que E(a;)v--vE(a,) es el menor subcampo que contiene a cada E(a,) y por la definicion
de E(a,) es el menor subcampo que contiene a E y a a;, por tanto, E(a,)v-v E(a,)
contiene a F y a cada o;. Finalmente veamos que es el menor, sea L subcampo de F tal que
contiene a E y a cada a, entonces en particular contiene a o, para j=1..,n por lo que por

definicion E(ocj) c L, y nuevamente por el inciso anterior como E(ocj) c L para cada j,

entonces E(a,)v--v E(a,)c L. Con todo lo anterior E(a,)v v E(a, )= E(a,...,a, ).

Problema 2. -
a) Sea F un campo, v K/F una extensién de campo tal que K es algebraicamente cerrado.
Sea
F ={a€ K :a es algebrdico sobre F}.

Entonces F es una cerradura algebriica de F.
b) Considera el conjunto de los mimeros algebraicos:

A=JacC:a es algebrdico sobre (}}
Demuestra que & /() es una extension algebriica no finita.
Demostracion:

(a) Tenemos que ver 3 cosas; ' es campo, F es extension algebraica de F y todo polinomio

f(z) € Flz] se factoriza linealmente en F .

subcampo.
K.

« Tenemos que f(z) ==z € Flz] es tal que f(0) =0, siendo un polinomio monico que se anula en

© Tenemos que
« De forma clara

F es
Fc
Oporloque OeF.

« Ahora, debemos demostrar que si a,b € F entonces a +b,ab™! € F, esto es queremos demostrar
que a+b y ab~! son algebraicos sobre F', pero recordemos la proposicion 3.3.4 que nos dice
que si tenemos una extension finita, entonces esta es algebraica, es decir, todo elemento de la
extension sera algebraico sobre el campo extendido. Con esto en mano consideremos la extensién
de campos F(a,b) / F y bastara con probar que es una extension finita, pues de hacerlo, sera
una extensién algebraica y como a,b € F(a,b) y F(a,b) es campo entonces a+b,ab™" e F(a,b)

seran algebraicos sobre F'. Vayamos a ello.
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Como b e F, entonces existe un polinomio p,(z) € F[z] monico e irreducible tal que p,(b) =0
(teorema 3.3.6) y ademas [F(b) : F] = grad(p,(z)) < «. Igualmente como a € F', entonces existe
un polinomio  p, (r) € Flr] monico e irreducible tal que p (a)=0 'y ademas
[F(a): F]=grad(p,(z)) < o . Entonces por la proposicién 3.3.11 [F(a,b): F] < [F(a): F][F(b): F]

<, por tanto [F(a,b): F] es una extension algebraica, y entonces a + b, abteF.

O F es extensién algebraica.

Esto es claro, pues si a € F = a es algebraico sobre F' ya que f(z)=xz—a es un polinomio
monico que se anula en a, por lo que F ¢ F entonces F /F es una extensién. Mas aun, si
a € F entonces por definicién del conjunto a es algebraico sobre F por lo que F/F es

extension algebraica.

©® Todo polinomio f(z) € F[z] se factoriza linealmente en F .

En efecto, sea f(r) € F[z] con grad(f)=n, entonces todas las raices de f estdn en F, pues si
suponemos que existe p e K —F tal que f(B) =0, pues necesariamente por la definicién de F ,
B e F !l yllegamos a un absurdo, pues p esta y no esta en F . Por tanto pe F .

Con esto tenemos que todas las raices de f(z) estdn en F , sean Oy, O, € F dichas raices
distintas, entonces por el corolario 3.2.10 z-a, | f(z) = f(z)= fi(z)(r—a;) y como

grad(f) = n entonces grad(f;)=n-1, de igual forma z-a, | f(z) = z-a,|fi(z)(r-ay) ¥y
como T —a, [z -0, entonces f,(z)=fy(z)(z-a,) = f(z)=fy(z)(x-0y)(r-a,) con grad(f,)
=n—-2 y de forma inductiva tendremos que f(z) = f, (z)(r—ay)--(z-a,) con grad(f,)=0

por tanto f queda factorizado linealmente.

. F es cerradura algebraica de F .

() En efecto, sabemos que C/Q es una extension de campo con C algebraicamente cerrado,
por tanto por el inciso anterior A /Q es una extensién algebraica y en efecto es no finita pues
QcA.

Problema 3. —
(2 puntos) Sea p un primo v K/E una extensién de campo de grado p. Sea E C F C K.
Demuestra que F=FE 6 K = F.

Demostracién: Por la formula del grado (proposicién 3.2.8) tenemos que como K / E es una
extension finita (pues su grado es p ), entonces K /F y F/E también son extensiones finitas

y ademas

[K:FE]=[K:F|[F:FE] = p=[K:F]|[F:E]
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pero como p es primo y el grado de una extension es positivo, entonces [K : F]=1y [F: E]=p
O[K:F|]=py [F:E]=1. Recordando el problema 7 de la tercera lista de ejercicios si una

extension tiene grado 1 entonces ambos campos son isomorfos y en dado que caso que uno
contenga al otro, estos seran iguales. Por tanto, en el primer caso [K: F]=1y [F: E]=p por

loque K =F pues Fc K,yenelsegundocaso [K:F]=py [F:E]=1 porloque F=F.En
resumen F=Fo K =F.
| |

Problema 4. -
(3 puntos) Sea K/F una extensiéon de campo de grado n.

i) Sea ¢ € K, demuestra que T, : K — K definida como T.(k) = ek es una transformacion
F-lineal { tranformacion lineal cuando pensamos a K como espacio vectorial sobre F').

b) Sea My, (F) el conjunto de las matrices de n % n con entradas en F. Demuestra que existe
K' C M, (F) subanillo de M, (F) que es campo que extienda a F tal que [K': F| = n.

¢) Demuestra que K es isomorfo (como campo) a K. Concluve que M, (F) contiene una
copia isomorfa de todas las extensiones de F' de grado < n.

Demostracion:
Correccion: En vez de c e K es c € F en la definiciéon de la transformacién lineal. En vez de
M, (F)es M, (K). Creo que estas son correcciones al problema para que tenga sentido.

Recordando que K es un F -espacio vectorial con las operaciones de suma de
K como campo y producto por escalar f-k = o¢(f)k con ¢:F — K isomorfismo. Ademas, es

de dimensién finita n .

(a) Sea ce F'. Veamos que T, es lineal.

eSean A e F' y a,b e K, entonces

T.(A-a+b)=c-(A-a+b)=0¢(c)(ha+b)=0(c)(e(r)a+b) = o(c)o(r)a+o(c)b

K campo

= o(M)[op(c)al + o(c)b = o(X)[c-a]+c-b=k-[c-a]+c-b=N1-T (a)+T,(b)
por tanto, es lineal.

(b) Consideremos A ={[T,]:ce F} ¢ M (K) que esta bien definido pues al ser K de dimensi6n

n sobre F' entonces la matriz asociada a TC esde nxn.

e A es subanillo de M (K) con las operaciones heredadas.

“Ty(w)=0p-v=00)-v=0p -v=0, = [T0]=0Mn(F) eA
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-Sean [T,],[T,] € A entonces

[T)-[T]=T,-T,]=[T,, ] A

S r s+r

la primera igualdad se da por propiedades de las matrices asociadas y la segunda es porque
T ()+T.(v)=sv+rv=(s+rv=T, (v).

S+r

-Sean [T,],[T,] € A entonces

[TT, =TT, =T, ]c A

S r ST

la primera igualdad se da por propiedades de las matrices asociadas y la segunda es porque
T (T (v)=sT, (v)=srv=T, (v).

S r ST

Por tanto, es subanillo de M (F).

e A es campo.
-Tenemos que Ty(v) =1-v=¢(1)-v=1,v=v por tanto [T|] = Id,, (K)"

-Sea [T,] e A distinto de cero, entonces

T =1, = (1) e 4

esto es debido a dos razones: La primero, si [T,]#0 = T (u)# 0 para algin u elemento de la

base, por lo que 0 #s-u =¢(u)-s y al ser K un campo, es dominio entero por lo que s#0 y

entonces 1/ se K. La segunda serda consecuencia de lo anterior, como como s # 0 entonces
T7' (v) es tal que T, (T ,(v))=v = T, (sv)=v = Ts_l(v)=§v=T1/s(v) que estd bien
definido.

Por tanto, es campo.

e A es campo que extiende a F'.
Como K extiende a F existe F ¢ K subcampo isomorfo a F, por lo que A = {T,]:ce F} es

subcampo de A y ademés si y: F — A dada por y(f) = T f] y veamos que es isomorfismo.

-Sean f,ge F =

v(f+9)=[T},,] g)[Tf +T ] =T, ]+[T,] = w(f) +w(g)

-Sean f,ge F =
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W) = [T =[T; 7,1 = [T)T,] = w(7)w(o)

Por tanto, es morfismo. Y al ser morfismo de campos entonces es inyectiva, solo basta probar
que es suprayectiva. Sea [T, ]e A, entonces ceF por lo que y(c)=I[T,], por tanto, es

suprayectiva. Con lo que y es un isomorfismo. Por tanto como A = F' = F entonces existe un

subcampo de A isomorfo a F por tanto A/ F es extension de campos.

(¢) Consideremos vy : K — A dada por y(k) = [qul(k)]

y veamos que es isomorfismo.
-Sean kte K =

VERD) = T | S g0 0] 5009 * o) = o]+ g ) = R )

iso ¢
-Sean k,ite K =

VD) = [T ) =010 5 Tty * Tt o) = T gy = vV

iso

Por tanto, es morfismo. Y al ser morfismo de campos entonces es inyectiva, solo basta probar
que es suprayectiva. Sea [T,]e A, entonces ce F por lo que si tomo y=¢(c), entonces

v(y) = [T(Pfl (y)] = [T(Pfl(
Por tanto K = A.

(p(c))] =[T,], por tanto es suprayectiva. Con lo que y es un isomorfismo.

----No supe como concluir por falta de tiempo---



