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1. ANILLOS

Problema 1.1. —

Sean X un conjunto y P(X) el conjunto potencia de X. Demuestra que (P(X),4+,:) es un
anillo conmutativo. donde

A+B=AAB=(A\B)U(B\A)=(AUuB)\(AnB).

'&_.-
A-B=AnNnB.

Mas atin, demuestra que si X # @ entonces este es, ademds, un anillo unitario.

Demostracién: Veamos el caso en que X = .

OSi X = entonces tendremos que @(X)={J}#, con lo que efectivamente es un anillo

conmutativo pues por una parte es el anillo trivial y:
D DB=0=0-O
. la operacién - es conmutativa.

OSi X =@ entonces veamos que tendremos un anillo conmutativo con uno. Sean
A,B,C € p(X), entonces:

(9(X),+) :

e La operacién + es cerrada, pues las operaciones conjuntistas lo son:
A+B=(A\B)U(B\A)=(AnB°)U(BnA°) e p(X)

e La operacién + es asociativa, sean A4, B,C € ¢(X) entonces
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(A+B)+C =[(AnB)u(BNnA°)|+C
=([((ANB)U(BNA)NC)U(CN[(ANB)U(BNA)
=((AnB°NnC)YUBNANC))U(CN[(A°UB)N(B° U A)))
=(ANB°NCYUBNA NC)YU(CN(A°UB)N(B° U A))
=(ANB NC)UBNA NC)U(([CNA°JU[C NB])n (B U A))
=(ANB NnC)U(BNA“NC)U U(CNBNA)

Por otro lado

A+(B+C)=A+[(BNC°)u(CNB°)]
=(AN[(BNC)YU(CNB))VU([(BNC)U(CNB)NA°)
=(AN[B°Ul)Nn(C°UB))U((BNC NA)U(CNB°nAY))
=(ANB UC)N(C°UB)UBNC NA)U(CNB NA°)
=([AnB JU[ANC)N(C UB))UBNC NA)U(CNB N A°)
=(ANB NCYU(ANCNB)UBNC NA YU

= (A+B)+C=A+(B+0C).
e La operacién + es conmutativa
A+B=(A\B)u(B\A)=(B\A)U(A\B)=B+A4
¢ Existe neutro aditivo, siendo &
A+DB =(A\DQ)U(@B\A)=(A)u(@)=A=CBUA=(D\A)UA\D) =T+ A
¢ Existen inversos aditivos, dado A e p(X) el inverso es él mismo
A+A=(A\A)U(A\A)=(D)u(D)=J
. (9(X),+) es un grupo abeliano.

((X),) :
e La operacion - es cerrada, pues si A,B e p(X) = A,B < Xy entonces

= A-B=AnBcAcX = A-BeplX)
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e La operacién - es asociativa se da pues la interseccién es asociativa

(A-B)-C=(AnB)nC=An(BnC)=A-(B-C)
e La operacién - es conmutativa pues

A-B=AnB=BnA=B-A
e Existe neutro para -, siendo X (pues X = @& ).
A-X=AnX=A=XnA=X-A

* Finalmente se cumple la distribucién, pues
A-B+A-C=AnB+AnC=[(AnB)n(AnC)|U[(ANnC)n(ANB)°]

[(
[(ANB)N (AU CHU[(ANC)N(A° UB°)]
[(ANBNA)U(ANBNC)NU[(ANCNA)U(ANC B

(BND)U(ANBNCHU[([CND)U(ANCNB)|=[AnBNC|U[ANC N B
=[ANBNClU[ANCNB|=An([BNC°]U[CNB°))
— A-(B\C]UIC\B]) = A-(B+C)

. (9(X),+,-) es anillo conmutativo con 1.

Problema 1.2.
Sean X # 0, (R, +,-) un anillo y

RY = {f: X — R| fes funcién}.

Demuestra que (RY, +, -} es un anillo, donde para todo x € X, (f+px g)(x) = f(x)+g(x) ¥
v (f -rx 9)(z) = f(z) - g(z).

Mis atin, si (R, +.-) es un anillo conmutativo entonces (R, + gx,-gv)) es un anillo conmu-
tativo.

Si (R.+,-) es un anillo unitario, entonces (R‘Y_ +px, px) es un anillo unitario v el uno es la
funcion 15x : X — R, definida por: para z € X, 1gpx(z) = 1.

Demostracion:

1) Veamos que (RY,+,-) es un anillo.

(RX,+):

e La operacién + es cerrada, pues dadas f,g € RY yzeX
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(f +pr 9)@) = f(@) + g(x)
y entonces (f+¢g): X > R .. f+geRX.
e La operacién + es asociativa, sean f,g,h € RY y z € X, entonces

([f + pr g+ g W) (@) =[f + px gl(@) +h(z) = f(2) + g(x) + h(z) =* f(2)+[g+ px B(z)
= (f +px [g+5x A)(2)

e La operacién + es conmutativa, sean f, g e RY y ¢ € X, se tiene que
(f +px 9)(@) = f(2) + g(z) = g(z) + f(z) = (g + px [)(2)

e Existe neutro aditivo, siendo 0: X — R dada por 0(z) =0 R

(f +px 0)(@) = f(2) + 0(z) =" f(z) = 0(z) + f(z) = (0 + x f)(2)

e Existen inversos aditivos, dada f e RY el inverso es la funcién f:X > R dada por

f(z) = —f(z) Vz e R, pues
(f +pr D) = f(2) + (=f(2)) =* 0 = 0(x)
- (R*,+) es un grupo abeliano.

(RX,~):

e La operacién - es cerrada, pues si f,g € RrRY y = € X, entonces
(f - px 9)(@) = f(z)9(x)
y entonces (f-g): X > R .. f-geRX.

e La operacién - es asociativa, sean f,g,h € R vyzrzeX
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(If - 91 pr @) =1 e 9l@h(a) = F@)g(h(x) =* [@)]g-px h(&) = (h- g [f - 9)(@)

Finalmente se cumple la distribucion, pues dados f,g,h € RrRY vyzelX

(F - [9+ g BD(@) = F@)lg + i 1(@) = F@)[gle) + ha)] = * f(@)g(z) + F@)h(e)
= (fpr D@+ (e @) =1 e 9+ (F-pr W)(@)

. (R%,+,-) es un anillo.

2) Supongamos que (R,+,-) es un anillo conmutativo.

Por lo anterior sabemos que (RX ,+,-) es un anillo, veamos que se cumplira la conmutatividad.

En efecto, sean f,g e RY y z € X, entonces

(f px 9@) = fl@)g(x) = g(@)f(x)=(9-px [)(z)

R conmuta

" si (R,+-) es un anillo conmutativo entonces (R~ ,+,-) es anillo conmutativo.

3)Supongamos que (R,+,-) es un anillo unitario.
Por lo anterior sabemos que (RX ,+,-) es un anillo, veamos que la funcion 1 Rt € RX dada por

1 RY (z)=1 r VreX es el elemento identidad para - RX (dicha funcién esté bien definida pues

R es anillo unitario y existe 1,).

En efecto, sea [ e RY y z € X, entonces

(g Lpr)@) = f@)l e (@) = f@)ly = f(a)

R identidad

(g gy N@) =1 (@)f(z) =1pf(x) = f(z)

identidad

o si (R,+,") es un anillo unitario entonces (RX ,+,) es anillo unitario.

“ Estas igualdades son debidas a las propiedades del anillo R, asociatividad, conmutatividad y distributividad.

5
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Problema 1.3. —

Sea (R, +.-) un anillo distinto del anillo trivial. Considera

R" ={(r1,re9,....1) : r1 70, ...,1y € R}

v definamos en el conjunto R™ las operaciones de adicion y multiplicacién dadas por:

(ri.72, . .orn) "R (51,82,...,80) = (r1 - 81,7252, .., Th - 8n).

1) Demuestra que el sistema (R", + g, -gn) es un anillo.
b) Demuestra que si R es un anillo con uno, entonces R™ es un anillo con uno.
¢) Demuestra que si /& es un anillo conmutativo, entonces B" es un anillo conmutativo.

d) Considera el conjunto Ry = {(0,r2,..., Tn) @ T2,...,7n € R}. Demuestra que el sistema
(Ri.+pn,-ge) es un subanillo de R™.

¢) Verifica que si R es un anillo con uno, entonces R; es un anillo con uno. ;Son ambos
unos iguales? ; Qué podemos decir sobre el uno del subanillo?

Demostracién:

a) Veamos que (R",+ ., ,.) es un anillo.

(Rn,+R,,):

e La operacién + g €8 cerrada, pues dados 7,5 € R"
_ n
Tt pn 8= (ry +8p,...5m, +8,) € R
.z . . n
e La operacién + gr €8 asociativa, sean 7,s,q € R", entonces

(7‘+Rn S>+R” q=(r +5,...,7, +Sn)+R" q=((r +5)+qq...,(r, +s,)+q,)

=% (rl +(31+q1),...,7”n +(sn +qn)) =T+ p (31+q1,...,sn +qn) =T+ (S+R” q)
(Tt pn )+ ¢ =T+ (S +p0 @)

e La operacién + g ©8 conmutativa, sean r,s € R", se tiene que

T pn 8= (148,01, +8,) = (S + 1,08, +1)) =8+, 7

Rn

¢ Existe neutro aditivo, siendo 0pn = (0pses0p):
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T+ pa 0 =(r +0p,.c,m, +05) ="

R (ryseesmy) =1

e Existen inversos aditivos, dado r € R" el inverso serd —r := (=ry,..es=T,)  DUES

Pt (1) = (4 (=1 + (=1,)) =% (0,0 ) =0

(R",+ R) es un grupo abeliano.

(an'Ru) :

e La operacién - es cerrada, pues si r,s € R", entonces

T §=(r;8,...,7, -5, )€R"

e La operacién - es asociativa, sean r,s,q € R" , entonces

T'R" (S'R” q) = T'R” (51 'Q17'“78n qn) = (Tl '(81 'ql)u"'7rn '(Sn qn)>

=% ((ry-50) qq)seees (1, - 5,) - 0,,) = (1 = 8150000, ) pn @ =T pu 8) pu 4
Finalmente se cumple la distribucién, pues dados r,s,q € R"

P (S @) =7 pu (8448, +q,) = (- (51 +4y)500m, - (5, +4,,))

'= (7’181 + USRI + rnqn) = (Tlsl”"’rnsn) +R” (rlql”"’rnqn)
= (r‘Rn S)+Rn (S'Rn Q)

(Rn7+Rn,-R”) es un anillo.

b) Supongamos que (R,+,-) es un anillo unitario.
Por lo anterior sabemos que (Rn’+R""R”) es un anillo, veamos que Lpn = (1p,...,15) es el
elemento identidad para - R (dicho punto existe pues R es anillo unitario y existe 1 R ).

En efecto, sea r € R" , entonces

Teopn Loy =0 1por c15) = (r,...,r)=r
R" "R 1 "R n "R identidad e

1., -or=0,-7,...,1, 7 = Ty ) =T
R" R (R 1ntR e identidad L n)

“ Estas igualdades son debidas a las propiedades del anillo R, asociatividad, conmutatividad y distributividad.

7
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. si (R,+,-) es un anillo unitario entonces (R",+ g pe) s anillo unitario.

¢) Supongamos que (R,+,-) es un anillo conmutativo.

Por lo anterior sabemos que (R",+ R R") es un anillo, veamos que se cumplird la

conmutatividad. En efecto, sean r,s € R", entonces

S=(r syl 8,) = (S TS, ) =8 T

r ° n
n °n n 'n
R R conmuta

<. si (R,+,) es un anillo conmutativo entonces (R",+ ., 5.) es anillo conmutativo.

[}
. n
d)PD (R1’+R""R") es subanillo de R".
eComo R, ={(0,7y,...,7,) : 7y,...,7, € R} entonces 0 p =(04,0p,...,05) € R por lo que
R #29.
eSean r,s € R, entonces
r=S=T+,, (—s):“’(OR+(—OR),7‘2+(—82),...,7‘2+(—82)) :(OR,r2—52,...,7"2—52)
y como R es anillo se tiene que 1, —s, e RV2<i<n .. r-seR,.
eSean r,s € R, entonces
. s=(0R” .()R,,,,rZ.52,...,rn.sn)=(OR,,77"2-82,...,rn.sn)
y como R es anillo se tiene que T8, €RV2<i<n T pn 8 eR.
: n
(R1’+R”"R") es subanillo de R".
| |

e) Supongamos que (R,+,-) es un anillo unitario.
Por lo hecho anteriormente sabemos que (R,,+ R R,,) sera un anillo. Veamos que con esta

nueva hipétesis serd un subanillo unitario. Para ello demostraremos que 1, = (0,1, ...,1p)
1 )
es el elemento identidad para R, (dicho punto existe pues R es anillo unitario y existe 1 R ).

En efecto, sea r € R, , entonces

lp =05 -0p,1my - 1p,eyr, < 1p) = (Ory,..im)) =7

identidad

R R 7=0g 0p1p 7y..c,m, 1p) iden:tidad(()’r?m r)=r

T'Rn
1

Rl

© Esto es por la suma y los inversos aditivos definidos en este anillo.

8
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. si (R,+,-) es un anillo unitario entonces (R,,+ g pe) €s anillo unitario.

Sin embargo 1R1 # 1R" por lo que (R1’+R""R”) no es subanillo unitario de R".

|
Problema 1.4. —
Demuestra que Si R es un anillo, entonces para cualesquiera a, b, ¢ € R, se tiene.
a) a(b—¢) = ab — ac;
b) (b—e¢)a = ba — ca.
Demostracion:
a)En efecto, sean a,b,c € R, entonces
a(b—c) = a(b+(—c) = ab+a(-c) = ab—ac
def distributividad clase
b) En efecto, sean a,b,c € R, entonces
(b—c)a =(b+(=c))a = ba+(—c)a = ba—ca
def distributividad clase
|

2. SUBANILLOS

Problema 2.1. -
Sean R un anillo unitario ¥y S un subanillo de R tal que 1 € S§. Demuestra que si u es

invertible en S, entonces u es invertible en R.

Demostracion: Como 1, € S entonces 14 =1, pues Vse S, s-1,=s=1,"s.

Sea u e S invertible, entonces existe v € § tal que us =su=1g, pero como S c R entonces

para u € R estamos encontrando v e R tal que us=su=14 =1, .. s es invertible en R.
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Problema 2.2. —

Sean R un anillo conmutativo unitario, 15 el uno de R v S un subanillo de R tal que S tiene
un elemento uno con lg # 1p.

a) Demuestra que existe r € R tal que rlg = Og es un divisor de cero en R;

b) Da un ejemplo de un anillo R y un subanillo S de R tales que 1g # Lp.

Demostracion:

a)Como R es anillo, se tendrd que 1, ~15 € R y entonces
(Ip-1gNg=1plg-14lg = lg—14 =0g

neutros aditivos

por lo que 1, —14 es el elemento buscado.

b) El ejemplo es el problema 1.3.

3. CARACTERISTICA

Problema 3.1. —

Sea R un anillo, a,b € R v n,m € Z. Demmuestra los siguientes resultados.

a)

b)

c) nla+ b) = na + nb;
)
)

(n +m)a = na + ma;

(nm)a = n(ma);

d) n(ab) = (na)b = a(nb);
(na)(mb) = (nm)(ab).

e

Demostracion: Sean a,be R y meZ.
a) Tendremos dos casos:

® Para neN

eSi m > 0. Por induccién sobre n., el enunciado es trivial cuando n =0, para n =1

l+ma=a+--+a=a+ma=1la+ma
;w—/

m+1-veces

10
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por lo que se cumple para él 1, ahora supongamos que el resultado es valido para alguna
k e N, y demostraremos que se cumplird para k+1. En efecto:

(k+1)+m)a=(k+(m+1))a="ka+(m+1)a=Fka+(1+m)a=ka+a+ma=(k+1)a+ma

donde los tltimos pasos se dan por el caso base. Por lo tanto, por induccién matematica queda
demostrado.

eSi m < 0. Se tendrd que m =—b con b e N. Entonces demostraremos que (n—b)a = na—ba

Por induccién sobre n., el enunciado es trivial cuando n =0, para n=1

(1-ba=—-(b-1)a=—(a+--+a)=—(a+---+a+a—a)=—(ba—a)=a—ba

b—1-veces b-veces

por lo que se cumple para él 1, ahora supongamos que el resultado es valido para alguna
k € N, y demostraremos que se cumplird para k+1. En efecto:

(k+1)=ba=((k+(-b+1))a=((k-0b-1)a" =ka-(b—1)a =ka—(ba—a)
=ka—-ba+a=(k+1)a—-ba

donde los tultimos pasos se dan por el caso base y por subcaso anterior. Por lo tanto, por
inducciéon matematica queda demostrado.

Para n<0

eSi m=0. Se tendrd que n = -b y entonces por lo demostrado

(n+m)a=(-b+m)a=(m->bla=ma-ba=-ba+ma

eSi m < 0. Se tendrd que n=-b y m = —c entonces por lo demostrado
(n+m)a=(-b-cla=—-(b+c)a=—(ba+ca)=-ba-ca
con esto queda demostrado que Vn,m € Z (n+m)a = na+ma.

b) Tendremos dos casos:
Para n e N

eSi m > 0. Usando el resultado del inciso a) tendremos

(nm)a=(m+---+m)a=(m+[m+---+m]Ja=ma+[m+--+mla=--=ma+--+ma = n(ma)
n—veces n—1—veces n—1—veces n—veces

" Por hipédtesis de induccion.

11
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eSi m < 0. Se tendrd que m =-b con b e N. Entonces
(n(=b))a = ~((nb)a) = ~(n(ba)) = n(-(ba)) = n((-b)a) = n(ma)

Para n<0

eSi m >0. Se tendrd que n = —b y entonces por lo demostrado
(nm)a = ((=b)ym)a = ~((bm)a)) = ~(b(ma)) = (~b)(ma) = n(ma)
eSi m < 0. Se tendrd que n =-b y m = —c entonces por lo demostrado
(mm)a = ((~b)(~c))a = (be)a = blca) = (~b)(~(ca)) = n(ma)

con esto queda demostrado que Vn,m € Z (nm)a = n(ma).

]
¢) Tendremos dos casos:
Para n € N, se tiene que
nla+b)=(a+b)+---+(a+b)=(a+--+a)+(b+--+b)=na+nb
n—veces n—veces n—uveces
Para n <0, tenemos que n = —c con ¢ e N, entonces por el caso anterior
n(a+b) =(—c)(a+b)=—(c(a+b)) =—(ca+cb) =—ca—cb=na+nb
con esto queda demostrado que Vn e Z n(a+b) =na+nb.
]

d) Tendremos dos casos:

Para n € N, se tiene que

n(ab) =ab+---+ab=(a+--+a)b=(na)
[ —— [ —

n—veces n—veces
y también tendremos que

n(ab) = ab+---+ab=a(b+---+b) = a(nb)
| —

n—veces n—veces
estos dos se dan por la distributividad.

Para n <0, tenemos que n = —c con ¢ € N, entonces por el caso anterior

12
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n(ab) = ~c(ab) = —[e(ab)] = ~{(ca)t] = ((~c)a)b = (na)b
e igualmente

n(ab) = —c(ab) = {c(ab)] = —a(cb)] = (=a)(cb) = a((=c)b) = a(nd)

e) Usando el inciso anterior tenemos que

(na)(mb) =((na)m)b=((nm)a)b =(nm)(ab)
d) b) d)

con esto queda demostrado.

Problema 3.2. —

Sea R un anillo unitario y consideremos el conjunto

Zlp = {'H-l;g Ine Z}

a) Demuestra que Z1p es un anillo conmutativo con uno;

b) Demuestra que si char(R) es positiva, entonces el orden del grupo ciclico (Z1g, +) es la
caracteristica del anillo R .

¢) Demuestra que si char(R) = (), entonces el orden del grupo ciclico (Z1g, +) es infinito.

Demostracion:

a) Veamos que (Z1p,+,-) es un anillo.

(ZlR,—i-):

e La operacion + es cerrada, pues dados nlp,mlp, € Z1, , y por el problema anterior
nlp+mly =(n+mly
y entonces nlp +mlyp € Z1, .
e La operacion + es asociativa, sean nlp,mlp,nl, € Z1,, entonces
nlp+(mlp+nlp)=nlp+(m+na)ly =(n+(m+n))l,

=((n+m)+n)lp =(n+m)lp +alp =(nlp+mlp)+nl,

13
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e La operaciéon + es conmutativa, sean nl pMp € 71 R Se tiene que
nlp+mly =Mnm+m)ly=m+n)ly=mly+nl,
e Existe neutro aditivo, siendo 01, pues
nlp+0l, =(n+0)l, =nly

e Existen inversos aditivos, dado nlp € Z1, el inverso sera (—n)l,, en efecto

R’
nlp+(=n)lp=(n+(-n)l, =01, =01,

. (Z1p,+) es un grupo abeliano.

(Z1g,):

e La operacion - es cerrada, pues si nlp,ml, € Z1,, entonces
nlp-mly =(nm)ly
y entonces nlp-mlp € Zlp.
e La operacién - es asociativa, sean nl pMlp,nlp € Zly | entonces
nlp-(mly-nlp)=nlg-(ma)l, =(ama)ly, = ((nm)a)l, = (nm)l, -nly = (nly -mly)-nly
e La operacion - es conmutativa, pues si nl,,mlp, € Z1,, entonces
nlp-mlp=(mn)lp=mly-nlp
e Existe neutro multiplicativo, siendo 11,, pues
nlp-1lp =(n-1lp =nlg
Finalmente se cumple la distribucién, pues dados nlp,mlp,nil, € Z1,
nlp-(mlp+nlp)=nly-(m+n)ly =(n(m+n))l, =nm+ni)ly =(mn)ly+(na)l,

:an-m1R+n1R-ﬁ1R

14



Lorenzo Antonio Alvarado Cabrera Ejercicios

" (Z1g,+,7) es un anillo conmutativo con uno.

[
b) Supongamos que char(R) =n > 0, entonces como R es anillo unitario se tiene por el Teorema

1.5.5 de las notas que n es el menor nimero positivo tal que n-1, =0,. PD ord(Z1,) =n.

Supongamos que existe m € N*, m < n tal que ord(Z1 p) =m, entonces en particular tendremos
que
m1l,) =01, =0, = lp+-t+1lly=0, = (1+-+1)1, =0, = (mll, =
| ———

[ —
m—veces m-—veces

Op

- m
= mlR —OR

pero esto contradice el hecho de que n fuera el menor numero positivo que lo cumpliera ..
ord(Z1,) =n ya que, junto a lo anterior, n(aly) = (na)l, =11, =1,.
|

¢) Supongamos que char(R) = 0, entonces como R es anillo unitario se tiene como consecuencia

del Teorema 1.5.5 que no existe n e N* tal que n-lp=0p. PDord(Z1y)=o.

Supongamos que existe m € N* tal que ord(Z1 r) = m, entonces en particular tendremos que

mll,)=01,=0, = lp+-+11,=0, = (I++1)1lp=0 = (M)l =0,
m—veces m—veces

- m
= mlR —OR

pero esto contradice el hecho de que no exista ningin ntmero positivo que lo cumpliera ..
ord(Z1y) = ©.

Problema 3.3. -
Denotemos por R al anillo (Zg, +. -).

a) Muestra que Zlp = {nlp : n € Z} = Zg.

b) Muestra que el subconjunto {2nlg : n € Z} de Z1 g es un subanillo de Z1 g que no tiene
1no.

¢) Encuentra otro subanillo de Z1p5.
d) Encuentra char(R).

e) Encuentra char(Zlg).

Demostracién:
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a) En efecto, se tiene que 1, = 1., entonces

Zly ={nlp :neZ}={nls:neZ}={ng :nel}="17
[
b) Notemos que {(2n)lp;n e Z} ={2(nly);n € Z} = 2(Z1y) = 2Z 4 = {24,44,64} . Donde es claro
que sera subanillo y ademéas con unas cuentas sencillas podemos ver que no hay elemento uno
para la multiplicacién.

|
¢) Por lo ya visto en clase sabemos que otro subanillo serd 3Z .

d) Veamos que char(R) = 6. En efecto, sea n; € Z, entonces 6n; = 6ng = 66 y este es el

minimo, pues los primos relativos con 6 la inica manera en que sean congruentes con 6 es que
sean multiplicados por 6.

]
d) Con ello y por el problema 3.2 char(Z1,) =6

4. MORFISMOS E IDEALES

Problema 4.1. -

Sea f : R — R' un homomorfismo de anillos. Demuestra lo siguiente: Si R y R’ son anillos
con 1y f(R) = R'. Demuestra lo siguiente:

i) (1) =1/

ii) f(a=') = f(a)"', para cualquier elemento invertible a de R.

Demostracion: Como f(R) = R' tendremos que f es suprayectiva.
i) Como f es morfismo de anillos y R es anillo unitario, entonces por el Lema 1.4.8 de las
notas se da que f(1) = f(1').

ii)Sea a € R un elemento invertible. Veamos que entonces f(a) serd invertible en R'.
En efecto se tiene que f(a)-f(a™)=f(a-a”})=f(1)=1 . fla) es invertible en R 'y
fl@™ = fa™).

16




Lorenzo Antonio Alvarado Cabrera Ejercicios

Problema 4.2. —
Sea f: R — R' un homomorfismo de anillos. Demuestra lo siguiente:

a) Para cada ideal I’ de R, el anillo f~'(I') es un ideal de R:

b) Si f(R) = R’ entonces para cada ideal I de R, el anillo f(I) es un ideal de R'.

Demostracion:
) Veamos que f[I'] esideal de R. Sean r,se R y ae f[I']. PD rase [ '[I'].
En efecto, como I' es ideal de R', f(a)eI' y f(r),f(s) € R' entonces f(r)f(a)f(s)eI'" por lo
que f(ras)eI' . rase f[I'.
[ ]
h) Como f(R)=R' se tendra que f es suprayectiva. Veamos que f[I] es ideal de R'. Sean

r',s'e R" y a' e f[I']. PD r'd's" € f[I].
En efecto, como f es suprayectiva, existen r,s € R tales que f(r)=1', f(s)=s", ademas existe
a el tal que f(a) =a', asi como I es ideal de R se concluye que ras € I por lo que f(ras) e I'

= f(ras) e flI] = [f(r)f(a)f(s) € flI] = r'a's" e fI].

Problema 4.3. —

Demuestra el siguiente resultado. Sea f : F = F' un homomorfismo del campo F en el campo

F'. Entonces f es el homomorfismo trivial o f es un monomorfismo.

Demostracion: Como f es morfismo de campos, tenemos por lo visto en clase que ker(f) es
un ideal de F. Entonces tendremos dos casos, ker(f)={0,} con lo que tendriamos un

monomorfismo o ker(f) # {0,} y en ese caso tomando z € ker(f), como F es campo, existe

z7b inverso multiplicativo, y dado que ker(f) es wun ideal, necesariamente

ro 7 eker(f) = 1y cker(f), con lo que VyeF f(y)=fly-1y) = fW)f(L) = f)0p =0,

entonces ker(f) = F', es decir, f =0 (morfismo trivial).

Problema 4.4. —

Demuestra el siguiente resultado: Sea I un ideal del anillo K. Entonces la funcion «; : R =+ R/I
dada por m;(r) = r + I es un epimomorfismo de anillos (y si R es un anillo unitario, 7 es un
epimorfismo de anillos unitario). Ademss kermy = I.

A este epimorfismo se le conoce como la proyeccion candnica.

Demostracion: Veamos que es un morfismo.
eSean r,s € R entonces n,(r+s)=(r+s)+[=(r+1)+(s+1)=n,(r)+m,(s).

eSean r,s € R entonces m (r-s)=(r-s)+1=(+1I)-(s+1)=m;(r) n,(s).
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Por lo que efectivamente, es un morfismo de anillos que, ademas, sera suprayectiva pues dado

r+1eR/I,setiene que m (r)=r+1.

Ahora supongamos que R es anillo unitario. Entonces m;(r) serd un epimorfismo de anillos

unitarios, pues n,(1,)=1,+1 queeselunode R/I.

Finalmente veamos cual es el kernel de este epimorfismo, seran aquellos r € R tales que
n[(r)zoR/I =0p+1 © r+l=0+1 & r-0pel < rel porloque ker(n;)=1.

Problema 4.5.

Demuestra el siguiente resultado: Sea f : B — R’ un isomorfismo de anillos. Entonces la
funcién f ! : R — R dada por f (r') = r (donde r € R es el iinico elemento tal que
f(r) = ') es un isomorfismo de anillos.

Demostracion: En efecto:
eSean r';s' € R', como [ es isomorfismo existen tinicos r,s € R tales que f(r)=7r"y f(s) =5,

con lo que f(r)f(s)=1's’ = f(rs)=r's' y entonces f'(r's') =rs = f1(r")f (5.
eSean r';s' € R', como [ es isomorfismo existen tinicos r,s € R tales que f(r)=7r"y f(s)=¢,

conlo que f(r)+f(s)=r'+s = f(r+s)=r"+s yentonces f1(r'+s)=r+s=f1(r)+f1(s).

Con lo anterior f ! es morfismo de anillos, v ademés como [ es biyectiva, entonces f_1

también .. f ! es isomorfismo de anillos.

Problema 4.6. —

emuestra que el anillo Z,, de los enteros modulo n tiene exactamente un ideal por cada
Demuestra que el anillo Z,

entero positivo m que divida a n.

Sugerencia: Usa el Teorema de la Correspondencia.

Demostracion: Consideremos el anillo de los enteros (Z,+,:) y sea I < Z un ideal.

Por el teorema de la correspondencia sabemos que existe una biyeccién entre el conjunto de los
ideales de Z que contienen a I y los ideales del conjunto Z /I, por lo tanto, la cantidad de

ideales de Z /I seré igual a la cantidad de ideales J de Z tales que I < J .

Reescribamos este enunciado sabiendo la forma de los ideales en Z . Primeramente, sea J ideal
de Z talque I < J,como Iy J son ideales de Z existen n,m € Z* talesque I =nZ y J =mZ

, v entonces nZ c mZ < m|n (por teoria de grupos), con lo que
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{J:IcJ, Jideal de Z} = {mZ : m | n}

entonces la cantidad de ideales de Z / nZ sera igual a la cantidad de enteros m tales que m | n
, i.e, hay un ideal en Z /nZ por cada entero que divida a n, y finalmente como Z /nZ =7,

se tiene lo pedido (ya que entonces existe un isomorfismo entre ambos).

Problema 4.7. —

Demuestra el siguiente resultado. Sea f : R = R’ un epimomorfismo de anillos. Si I’ es un
(] N
ideal de R', entonces R/ f~'(I') es isomorfo a R'/I'.

Demostracion: Sea g: R'/I' — R/ f~Y(I') dada por g(+'+1I') = f7(#')+ f1(I') . Veamos

que dicha funcién es el isomorfismo buscado.

eEsta bien definida, pues como f es epimorfismo, se tiene que Vr' e R', 3r e R tal que

fin=r" < f_l(r’) =r y por el problema 4.2 f_l(I') es un ideal de R.
eSean r'+1',s'+1' e R'/I' entonces
g(r+T)+ (s + 1) = g((r' +8)+ 1) = (" +8) + f7H(T)

y como f es epimorfismo existen r,se R tales que f(r)=7" A f(s)=s por lo que

fr+s)=fr)+fls)=r'+s = [l +s)=r+s=f1r")+ (), asi

FRH )+ ) = [+ T T
=T+ TN+ ST = g + )+ gl + 1)

eSean r'+1',s'+1'e R'/I' entonces
g((r'+ 1) (s + 1) = g(r's) + I') = fH(r's) + f T

y como f es epimorfismo existen r,se R tales que f(r)=7" A f(s)=s por lo que

flrs) = f()f(s)=7's" = f(r's) =rs = fH)f (), asi

PR+ 1) = 7T+ )
=[O+ SN + ST = g+ Ig(s + 1)

o Es inyectiva. Supongamos que g(r' +1') = g(s' + I') < f )+ f1(I) =f 1)+ £ 74T
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o - ef M) o i -s)ef i) e r-sel o r+1'=s+1I".

eEs suprayectiva. Pues dado r+f'(I'YeR/f7MI), existe f(r)+I'eR /I' tal que
g )+ 1) = fHIO) + ) =+ 7).

Por todo lo anterior se tiene que g es un isomorfismo .. R/ f Y(I)= R /I'.

Problema 4.8. —

Segundo Teorema de isomorfismo.: Si I y .J son ideales de un anillo 1, entonces [ /(1M.J)
es isomorfo a (I + J)/J.

Demostracion: Primeramente, veamos que todo esta bien definido.

En efecto por la proposicion 1.4.12 sabemos que I y J son anillos por lo que I+J es anillo

(pues como es suma de elementos de cada anillo todas las propiedades se siguen valiendo) y
como JcJ+I, InJ c I estos seran ideales.

Sea f:I —> R/J dada por f(i)=i+J, dicha funcién es un morfismo con las operaciones
canodnicas, con ello por el primer teorema de isomorfismo tenemos que I /ker(f) = Im(f), veamos

quienes son explicitamente el kernel y la imagen.

eker(f)y={iel:f(i)=0t={iel:i+J=0+J}={iel:ieJ}=1INnJ
oIm(f):{f(i):iel}:{i+J:ieI}:{z’+J+(O+J):ie]}j:J{(i+j)+J:ie[}:(I+J)/J

o tenemos que I /(InJ)=(I+J)/J.

Problema 4.9. -

Demuestra el siguiente resultado: Sea f: R — R’ un epimorfismo de anillos, y sea I un ideal
de R. Si kerf C I, entonces R/T es isomorfo a R’/ f(T).

Este resultado es equivalente al Tercer Teorema de isomorfismo.

Demostracion: Sea g: R/I — R'/ f(I) dada por ¢(r+1I)= f(r)+ f(I). Veamos

que dicha funcién es el isomorfismo buscado.

e Estd bien definida, pues como f es epimorfismo, se tiene que Vr',s' € R, dr,s € R tal que
fir)y=1", f(s) =s"y entonces Va' e f(I) r'a's'= f(r)f(a)f(s) = f(ras) € f(I), entonces si es ideal.
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eSean r+1I,s+1 e R /I entonces
g((r+D)+(s+1)) = g((r+s)+ 1) = f(r+s)+ f(I)
y como f es epimorfismo
fr+s)+ f(I) = [f(r)+ f($)]+ S(I) = [f(r) + FD)+[f(s) + F(D)] = g(r + I) + g(s + 1)
eSean r+1I,s+1 e R /I entonces
g((r+1)-(s+1)) = g((rs) + I) = f(rs) + f(I)
y como f es epimorfismo
f(rs)+ f(I) = [f(r)f ($)]+ S(I) = [f(r) + FDNF(s) + F(D)] = g(r + Dg(s +T)

e Es inyectiva. Supongamos que g(r+1)=g(s+1) < f(r)+ f(I)=f(s)+ f(I)
o fr)-f)ef(l) © flr-=s)ef(l)e r—-sel < r+I=s+1.

eEs suprayectiva. Pues dado r'+f(I)eR/f(I), existe fir)+IeR/I (ya que es
suprayectiva) tal que g(f (') + 1) = f(f L)) + f(I) = 7+ f(I).

Por todo lo anterior se tiene que g es un isomorfismo .. R/ f(I)= R /1.

Problema 4.10. -
Tercer Teorema de Isomorfismo:

Sean I y .J ideales de K con I C .J. Entonces

a) J/T es ideal de R/T;
b) (R/1)/(J/1)~ R/J.

¢) Verifica que el Tercer Teorema de isomorfismo es vilido para anillos con uno.

Demostracion:
a)Como I < J se tiene que I es subgrupo con la suma, pues J lo es, por lo que J /I esta

bien definido, y conello J /I cR/I.
Ahora sea j'eJ /Iy r',s'e R/I entonces o' = j+1 para alguna jeJ y r'=r+1, s =s+1

para algunas r,s € R, entonces
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i’ =(r+ DG+ D(s+I)=(rj+1)(s+1I)=(rjs+1)

y dado que J es ideal, se tiene que rjs € J por lo que r'j's" € J /I por lo que J /I es ideal de

R/I.
]
b)Sea f:R /I — R dada por f(r+1I)=r dicha funcién es un epimorfismo (siguiendo el mismo

procedimiento del problema 4.4) y es tal que

ker(f)y={r+IeR/I:f(r+1)=0t={r+1:r=0}=1

por lo tanto, tenemos f: R /I — R epimorfismo, J /I idealde R/I y ker(f)=Ic J /I con
lo que por el problema 4.9 (el anterior) (R /1I)/(J /I) es isomorfo a R/ f(J/I), pero notemos

que f(J/I)={f(j+I):jeJ}t={j:jely=J . (R/I)/(J/I)=R/J.

¢) El procedimiento es analogo?

Problema 4.11. -

Demuestra el siguiente resultado (caracterizacion de un ideal I).
Sea I un subconjunto no vacio de una anillo R. Entonces I es un ideal (bilateral) de R, si v
s0lo si,

a) a.be I implica a —b € I para todo a.be I:

b) r€ Ry ae I implica ra,ar € I.

Demostracion:

—]Supongamos que I es ideal de R, demostraremos a) y b).
a)Sean a,bel,y r,se R entonces r(a—b)s=(ra—rb)s=ras—rbs y dado que I es ideal,
tenemos que ras,tbsel 'y como es subgrupo con la suma, se tiene que

ras—rbsel .. rla—-bsel .. a-bel.
b)Sea da pues I es ideal.
<]Supongamos que se cumplen a) y b), veamos que entonces I es ideal.
Por el inciso b como Va,bel a-bel tendremos que [ es subgrupo con la suma. Y por el

inciso a tendremos que dados r,seR y ael, rael = (ra)s=rasel por lo que

efectivamente I serd ideal.
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